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QUELQUES NOTATIONS 


Oxs Oys Ozs Tags Tuzs Txzs Oiy — COMpPOSaNteS du tenseur des con- 
traintes 
Sxs Sy» Szs Tayr Tyzs Txz3 Sy — Composantes du déviateur des 
contraintes 


c 
Le Cyr Es + Var ve, LE Pesi £;j— composantes du tenseur des défor- 
mations 


1 1 1 ë 
Ex Cyr En TZ Vaus Z Vu D Vxri Eij — COMposantes du déviateur des 
” déformations 


1 


- 1 1 . 
Êxr Es Ez, TZ Mxy D Wz 5 Nxz: Eij— composantes du tenseur des vites- 


ses de déformation 

Ux, Uy, U,; U — Composantes du déplacement 
Uxs Vys V3 Vi — Composantes de la vitesse 

ô;; —symbole de Kronecker 


T,T,H—intensités respectives des con- 
traintes tangentielles, déforma- 
tions de cisaillement, vitesses 
des déformations de cisaillement 


Os, T— limites d'écoulement à la trac- 
tion et au cisaillement pur res- 
pectivement 


INTRODUCTION 


1. Théorie de la plasticité. 11 est notoire que les solides ne sont 
élastiques qu'aux petites charges. Sous l’action de forces plus ou 
moins grandes, ils subissent des déformations plastiques, non élasti- 
ques. Les propriétés plastiques sont très variées ; elles dépendent des 
matériaux envisagés et des conditions ambiantes (température, 
durée du processus, etc.). Ainsi, à la température normale, les défor- 
mations plastiques des métaux résistants (acier, alliages divers, etc.) 
sont pratiquement indépendantes du temps; les mêmes métaux 
travaillant à des températures élevées (pièces de chaudières, de tur- 
bines à vapeur ou à gaz) sont soumis à des déformations plastiques 
qui vont grandissant avec le temps (fluage), c.-à-d. qu'ils coulent 
grosso modo à la manière d’un liquide visqueux. 

Actuellement, on comprend d’habitude sous le nom de théorie de 
la plasticité la théorie des déformations plastiques indépendantes 
du temps (plasticité athermique). Le présent ouvrage se propose 
justement d'examiner les déformations plastiques de ce genre. Quant 
aux effets de la viscosité proprement dite, ils ne seront examinés 
que dans le dernier chapitre. L'écoulement plastique qui est fonction 
du temps est étudié dans la théorie du fluage, dans celle de la vis- 
cosité plastique et dans la rhéologie. 

L'objectif de la théorie de la plasticité est l'étude mathématique 
des contraintes et glissements dans les corps sujets aux déformations 
plastiques (dans le sens indiqué). 

La théorie de la plasticité, qui fait partie de la mécanique des 
corps déformables, est très proche de la théorie de l’élasticité qui 
étudie les contraintes et les déformations dans les corps élastiques 
parfaits. La plupart des conceptions essentielles de la théorie de 
l’élasticité trouvent aussi un usage dans la théorie de la plasticité. 
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Le problème posé est résolu dans la théorie de la plasticité par 
un procédé usuel pour la mécanique des corps déformables. Il con- 
vient. dvant. tout, sur la base de données expérimentales (et, si pos- 
sible {de certains raisonnements tirés de la physique théorique), 
d'étäblir les: lois fondamentales de la déformation plastique. Au 
moyen: de ces lois présentant un caractère phénoménologique on 
compose un système d’équations pour la théorie de la plasticité. 
La solution de ces équations, qui permet d’obtenir une image de la 
déformation plastique des corps dans les différents cas, est un autre 
problème important de la théorie de la plasticité. 

Ci-après, nous nous pencherons sur quelques traits caractéristi- 
ques de cette théorie. Tout d’abord, contrairement à la théorie de 
l'élasticité, celle-ci accorde une place considérable aux problèmes 
de la définition des lois de la déformation plastique qui se manifestent 
dans les états de contrainte complexes. Ces problèmes sont difficiles 
à résoudre et il convient de noter que les lois qui, sous certaines 
réserves, s accordent de manière satisfaisante avec les données 
expérimentales, sont établies surtout pour les métaux bien qu'elles 
puissent être vraisemblablement valables aussi pour nombre d’autres 
matériaux. La uon-linéarité des lois principales et par conséquent 
des équations fondamentales de la théorie de la piasticité est une 
autre particularité de cette théorie La solution de ces équations 
présente de grandes difficultés mathématiques; les méthodes classi- 
ques de la physique mathématique sont ici inutilisables. Le dévelop- 
pement des méthodes de recherche permettant, d’une manière ou 
d’une autre, grâce au caractère spécifique des problèmes de la plasti- 
cité, de surmonter ces difficultés revêt une importance primordiale 
dans la théorie de la plasticité. De très bonnes perspectives s'ouvrent 
également, dans ces conditions, avec l’emploi de nouveaux ordina- 
teurs. 

Il convient enfin de souligner le rôle majeur de la recherche expé- 
rimentale dans le développement de jla théorie de la plasticité. 

2. Applications de la théorie de la plasticité. La théorie de la 
plasticité trouve des applications importantes dans la technique et 
la physique. 

La solution de nombreux problèmes de résistance de diverses 
machines et constructions est fondée sur les conclusions de la théorie 
de la plasticité. Cette dernière ouvre des perspectives qui permettent 
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Si 


de mieux utiliser la résistance des corps et mène à une méthode 
progressive de calcul des pièces de machines et des constructions 
selon leur portance. Cette méthode se distingue par sa simplicité 
et permet, la plupart du temps, de déterminer directement la forme 
optimale de la construction (théorie des constructions mécaniques 
optimales, cf. [7]). 

En général, les processus de la déformation plastique des métaux 
à froid ou à chaud (laminage, filage, forgeage, matriçage, usinage 
des métaux, etc.) trouvent une utilisation courante dans l’économie 
nationale. L'analyse des forces engendrant ces processus et celle 
de la distribution correspondante des déformations constituent un 
autre domaine d'application, très important, de la théorie de la 
plasticité. 

La destruction des solides étant précédée en général par une défor- 
mation plastique, l'étude de la résistance des matériaux se base en 
conséquence sur les conclusions de la théorie de la plasticité. 

L'analyse du comportement des constructions aux charges de 
choc instantanées nécessite le développement de la théorie de la 
plasticité dynamique. 

Ces dernières années, la théorie de la plasticité est utilisée avec 
succès dans les investigations ayant pour objet l’étude des lois régis- 
sant la pression des terrains, aux débouchés très intéressants dans 
l’industrie minière. 

Enfin, il y a lieu de mentionner les perspectives de l'application 
des méthodes de la théorie de la plasticité aux problèmes relatives 
à la géophysique et à la géologie, et qui sont ébauchées dans une 
série d'ouvrages. 

3. Note historique succincte. Les premiers travaux traitant de la 
théorie mathématique de la plasticité se rapportent aux années 
soixante-dix du XIX® siècle et sont liés aux noms de Saint-Venant, 
qui examina les équations de la déformation plane [187.188], et de 
M. Lévy qui, tout en restant fidèle aux idées de Saint-Venant, 
composa les équations pour le cas tridimensionnel [1]. A ce dernier 
on doit aussi le procédé de la linéarisation des équations pour le 
problème élastique plan [172]. 

Dans les années suivantes, la théorie de la plasticité se développe 
plus lentement. Le début du XX° siècle est marqué par une certaine 
recrudescence de la recherche dans ce domaine avec la publication 
des articles de Haar et Karman en 1909 [12], et de R. von Mises 
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en 1913 [177]. Dans la première de ces publications, on a essayé, en 
partant d’un certain principe variationnel, d'obtenir les équations 
de la théorie de la plasticité. Von Mises formule nettement une nou- 
velle condition pour l’écoulement (!) (condition de stabilité de 
l'intensité des contraintes tangentielles). 

A partir des années vingt du siècle en cours, la théorie de la 
plasticité se développe intensivement, tout d’abord essentiellement 
en Allemagne. Des résultats importants sont obtenus aussi bien pour 
les équations fondamentales de la théorie de la plasticité que pour 
la solution du problème plan (G. Henky [155.155], L. Prandtl [14], 
R. von Mises [177], etc.). C'est à la même période que se rapportent 
aussi les premières recherches expérimentales systématiques sur les 
lois de la déformation plastique aux états de contrainte complexes 
ainsi que les premières applications encourageantes de la théorie de la 
plasticité dans le domaine de la technique. Dès les années trente, la 
théorie de la plasticité attire l'attention d’un grand nombre de 
savants et d'ingénieurs; des recherches théoriques et expérimentales 
poussées se développent dans de nombreux pays, y compris 
l'Union Soviétique. Parallèlement à la mécanique des fluides, la 
théorie de la plasticité devient une branche de la mécanique des 
milieux continus qui connaît le développement le plus rapide. 


(*) Notons que des conditions analogues ont été formulées bien auparavant 
quoique sous forme moins manifeste et indépendamment de l'élaboration de la 
théorie mathématique de la plasticité. 


CHAPITRE PREMIER 


NOTIONS FONDAMENTALES DE LA MÉCANIQUE 
DES MILIEUX CONTINUS 


Dans ce chapitre, nous citerons sommairement les formules 
essentielles de la théorie des contraintes et des déformations, tout 
en dégageant les notions les plus intéressantes pour l'élaboration 
de la théorie de la plasticité. 


1. ÉTAT DE CONTRAINTE 


4. Etat de contrainte. En un point donné d’un milieu continu, 
l’état de contrainte est caractérisé; par le tenseur symétrique des 
contraintes : 

Ox Txy Trz 
To=|Txy Op Twll, (1.1) 
Tzxz Tys O0: 
où 6,, Üy, 6. sont les contraintes normales et r,,, r,., T.. les 
contraintes tangentielles sur des éléments de surface perpendiculaires 
aux axes de coordonnées x, y, 2. 

Sur un élément de surface arbitrairement orienté et à normale 
unitaire n (fig. 1), le vecteur contrainte » est déterminé par les 
formules de Cauchy: 


Pr = Oalèx + Teyliy + Telle, 
Py = Taylix + Oyly + Ty, (1.2) 
Pr = Taslix À Tyslty + Oh, 
où n,, ny, n, Sont les composantes du vecteur normal unitaire n 
égales aux cosinus directeurs cos (nr, x), cos (n, y), cos (nr, =). 


En projetant le vecteur p sur la direction de la normale, on 
obtient la contrainte normale 6, agissant sur l'élément envisagé: 


On = Oz + Oui + On + 2Teynixlty + 2Tylyn: L 2TeNxnz. (1.3) 
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La valeur de la contrainte tangentielle +, est égale à 


Tn=V PE + pi + pi—0oi. (1.4) 


En chaque point du milieu il existe trois éléments de surface, 
formant un trièdre trirectangle, sur lesquels les contraintes tangen- 
tielles sont nulles. Les directions des normales à ces éléments for- 
ment les directions principales du tenseur des contraintes, indépen- 
dantes du système de coordonnées initial x, y, z. Cela signifie que 


Fig. 1 


tout état de contrainte en un point envisagé peut être dû à l’exten- 
sion de son voisinage suivant trois directions perpendiculaires entre 
elles. Les contraintes correspondantes sont nommées contraintes 
normales principales. Désignons-les par 01, 0+, ü4 tout en numé- 
rotant les axes principaux de façon que: 


1 > 02 > Os (4.5) 


Le tenseur des contraintes, rapporté aux axes principaux, prendra 
alors la forme: 


© 1 0 0 
T. o—= 0 Os 0 : 
0 O0 so; 


Dans les sections divisant en deux les dièdres entre les plans 
principaux et passant respectivement par les axes principaux 1, 2 
et 3 (fig. 2), il est facile de trouver à l’aide des formules (1.2) à (1.4) 
que les valeurs absolues des contraintes tangentielles sont égales à : 


4 1 1 
102031, 7 |03—04 l Z|S1—02|. 
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Les contraintes tangentielles,. dans ces sections, atteignent leurs 
valeurs extrémales et sont appelées contraintes tangentielles principa- 
les. Déterminons ces dernières par les formules: 

O2—03 O3—01 O1 —Oo 
Meg re Meg À We 2 + (1.6) 

La valeur de la contrainte tangentielle +, agissant sur l'élément 
varie avec son orientation. La valeur maximale de +, en un point 
donné est appelée contrainte tangentielle marimale tma,. Si la con- 
dition (1.5) est vérifiée, on aura: 


Tmax = — T2. 


Il est facile de déterminer d'après la 
formule (1.3) que les contraintes normales 
sur les éléments de surface qui sont le 
siège des contraintes tangentielles princi- 
pales (1.6) sont respectivement égales aux 
demi-sommes : 

©. e 
2-09 ; Sa | 1-0 : (1.7) 

On pourra se fixer un tenseur des con- Fig. 2 
traintes après avoir indiqué les contraintes 
principales 0,, 6, 64 ainsi que les directions principales 7, 2, 8. 
Ce procédé se distingue par sa clarté mécanique. Les contraintes 
principales ©; (i — 1, 2, 3) constituent les racines de l'équation 
cubique : 


Ox— À Tzy Ts 


Tey Oy—À Ty |=0 
Tez Tyz 0, —À 
ou bien 
— M4 (To) + 12 (To) h + 13 (To) = 0. (1.8) 


La contrainte normale 6, sur un élément donné est évidemment 
indépendante du choix du système de coordonnées; elle ne change 
qu'à la rotation de l'élément. Valeurs extrémales de la contrainte 
normale 6,, les contraintes principales 01, 6,, 6, sont elles aussi 
indépendantes du choix d’un système de coordonnées. L’équation 
(1.8) peut être obtenue comme la condition d’extremum 6,. Par 
conséquent, les coefficients de l'équation cubique (1.8) restent inva- 
riables lors du passage d’un système de coordonnées rectangulaires 
à un autre. Ces coefficients 


Li (To) = O1 + 02 + 03 = 30, 


12 (To) = — (0102 + 0203 + 0301), (1.9) 
T3 (To) = 030203, 
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écrits, dans un but de brièveté, suivant les axes principaux, sont appe- 
lés respectivement invariants linéaire, quadratique et cubique du ten- 
seur. On opère aisément avec ces grandeurs qui se trouvent être 
des fonctions rationnelles entières. et d’ailleurs symétriques, des 
composantes de la contrainte (c.-à-d. qu’elles ne changent pas lors 
d'une transposition des arguments). 

La quantité 


G— (0240, + 0:) 


est appelée pression moyenne (ou hydrostatique) en un point. La 
signification des autres invariants sera élucidée plus bas. 

2. Déviateur des contraintes. Les matériaux présentant, en général, 
des propriétés mécaniques différentes par rapport au cisaillement 
et à la compression uniforme régulière, il est rationnel de représenter 
le tenseur des contraintes sous forme de somme (1): 


Ts =07+Da (1.10) 
500 
où 67 —||0 G 0| est le tenseur sphérique correspondant à la 
000 
pression moyenne en un point, tandis que 
Ox—O Try Tr: 
Do = Try Cy —0 Tyz (1.11) 
Txz Tyz Oz—0 


est le tenseur caractérisant les contraintes tangentielles en ce point 
et que l’on appelle déviateur des contraintes. 

Nous désignerons parfois les composantes normales de ce dernier 
(c.-à-d. 0, — 0, 0, — 06, 0, — ©) par s,, sy, s.. Les directions 
principales du déviateur des contraintes D, et du tenseur des con- 
traintes T, coïncident. Quant aux valeurs principales s;, elles dif- 
fèrent de 6, par une valeur de la pression moyenne. Elles pourront 
être évidemment définies par l’équation cubique 


—h + (Do) À + T3 (Do) = 0, (1:12) 


dont toutes les racines sont aussi réelles. 


() T1 est le soi-disant tenseur unité 


1 0 0 
Ta=|o 1 ol, 
0 0 1 


pour lequel n'importe quelle direction est la principale et les éléments diago- 
naux sont égaux à 4 dans un système arbitraire de coordonnées rectangulaires 
Tr Us 3. 
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Les invariants du déviateur seront facilement obtenus de (1.9) 
si on remplace 0, G+, O3 par S, S et ss respectivement : 


11 (Ds) =0 
Le (Do) = + L(G1 — 092 + (62 — 03) + (53 — 0), (1.13) 


T3 (Do) = 1283. 


Il est évident que le déviateur des contraintes ne se caractérise que 
par cinq grandeurs indépendantes. 
La grandeur non négative 


T= +V (Do) = 
= A V'(o:—0,) + (0, —0:)2+(0,—03:)2+6 (ti, +Ti: +714) (1.14) 


est appelée intensité des contraintes tangentielles (!). 
L'’intensité des contraintes tangentielles ne se réduit à zéro que 
si l’état de contrainte est un état de pression hydrostatique. 


Pour le cisaillement pur, nous aurons: 


Or — TT Oo — 0, O3 — —T, 
où + est la contrainte de cisaillement. Par conséquent, 
T = 7. 


Dans le cas d'une traction (compression) simple dans la direction de l’axe 
des z, ces relations prendront la forme suivante: 


Ox=035 Oy= Oz = Try — Tyz = Txz = 0 ; 
alors 


r=- sil 


ER (1.15) 


L'équation cubique (1.12) ayant des racines réelles sera donc 
résolue sous forme trigonométrique. En utilisant les formules algé- 
briques connues, on peut exprimer les composantes principales du 
déviateur en fonction des invariants [*2. À, 


are Og — +); | 
= 737 cos (o++) (1.16) 
Sa = — 71 cos. 


() On envisage parfois la contrainte réduite (ou intensité des contraintes) 


ue à V37. hr le cas d’une traction (compression) simple, la contrainte 
uite sera égale à |o1 |. 
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L'angle ©, découle de l'équation 


— cos 3 = VIH De), (1.17) 


En se basant sur les relations (1.6) et (1.16), il est facile de trou- 
ver les contraintes tangentielles principales : 


: za 
u=—Tsin(w—<+), 
= —Tsin(os++), (1.18) 
Tt;=T sin Oo. 
Comme on le sait, l'angle w, varie dans les limites 
0 (1.19) 


En effet, puisque 0, > 0, > 03, nous avons tu >0, tr, < 0, 
320. c.-àd. sin (w,—+)<0,sin{w,++)20, sin w, >0, 
d'où découle (1.19). | 

Or, Tmax = —7T+ D'où, comme conséquence de (1.19), résulte 
l'inégalité établie d'une autre manière par A. Iliouchine: 


T 2 
1<L—<—. 
< Tmax 7 
Ainsi donc, l'intensité des contraintes tangentielles T et la 
contrainte tangentielle maximale r,,, ne diffèrent que très peu 
l’une de l’autre. En effet, 


(1.20) 


T & 1,08 Tmax (1.21) 


avec une erreur maximale d’environ 7 %. 

Comme l’a montré V. Novogilov [11], l'intensité des contraintes 
tangentielles T est proportionnelle à la valeur quadratique moyenne 
des contraintes tangentielles calculée sur la surface d’une petite 
sphère englobant le point du corps envisagé. 

3. Notations tensorielles. L'utilisation des notations tensorielles 
pour l'examen des problèmes généraux de la théorie de la plasticité 
en simplifie l’exposé et le rend plus clair. Les notations tensorielles 
trouvent un usage de plus en plus courant dans la littérature scien- 
tifique actuelle relative à la théorie de la plasticité. Pour les raisons 
énoncées, les notations tensorielles seront utilisées aussi dans cer- 
taines divisions du présent ouvrage. 

Nous désignerons les coordonnées cartésiennes z, y, z par x, 
Ze, ZA et les écrirons comme zx;, où l'indice à parcourt les valeurs 
4, 2, 3. Il va de soi que l’on pourrait, à la place de i, prendre une 
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autre lettre (par exemple j, j = 1, 2, 3; on utilise d'habitude 
l’alphabet latin). Désignons par n#, (ou disons n;) les composantes 
du vecteur unité normal à l'élément de surface. Il est évident que 
les nr; sont égales aux cosinus directeurs de la normale. 

Nous pourrons désigner maintenant les composantes du tenseur 
des contraintes par o4,, (i, j = 1, 2, 3). Par suite de la propriété 
de réciprocité des contraintes tangentielles, on a 6; = 67. Les 
relations entre les notations tensorielles et les désignations «& techni- 
ques » employées plus haut sont évidentes: O11 — Oz, O1 = Txys 
etc. Nous conviendrons par la suite, en parlant du tenseur des con- 
traintes, qu’il s’agit du tenseur o;;. 

Les formules de Cauchy (1.2) pourront être maintenant repré- 
sentées de la façon suivante: 


3 
Pi= » Oijnt, j=1, 2, 3. 
i=1 
La règle de la sommation, introduite par A. Einstein, est devenue 
d’un usage très courant. Omettons le signe somme sachant que, pour 
tous les indices latins répétés deux fois dans un monôme, la som- 
mation portera sur les valeurs 1, 2, 3. Les formules précédentes 
pourront alors être récrites sous la forme suivante: 


Pj=0ipu. (1.22) 


L'indice i, qui se répète, est appelé indice muet (ou indice de 
sommation). Il peut être remplacé par n'importe quelle autre lettre 
(de caractère latin en général). Le même indice muet ne devra pas 
être rencontré plus de deux fois dans chaque monôme. L'indice 
j est parfois appelé libre. 

Il est facile de voir que la contraintefnormale 0, (1.3) est égale à 


On = Ci), (1.23) 


où nous avons deux indices muets, à savoir à et j. Par conséquent, 
il s’agit d’une sommation double et il n’y a pas d'indices libres. 
La pression moyenne est égale à 


1 
= ou = + (ou + Osa + O3). 
Le symbole de Kronecker (symbole delta) est déterminé par les 
relations 
1 pour i=)j, 
i, = 0 . . 
pour i£j. 


Dans le système de coordonnées z;, le tenseur avec une telle 
composante est appelé tenseur unitaire (cf. Ti). 


2—0653 
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Le déviateur des contraintes a pour composantes 
Stj = Oty — OÙuy. (1.24) 


L'’invariant linéaire du déviateur est nul, c.-à-d. sy, — 0. Il est 
facile de s’apercevoir que l'intensité des contraintes tangentielles, 
dans leurs nouvelles notations, est égale à 


T= (<a). (1.25) 


La pression moyenne peut être représentée également sous la 
forme suivante : 


1 
o O= Oiôuj. 


4. Interprétation géométrique. Revenons maintenant à l'analyse 
des grandeurs 6, T, w,, par l'intermédiaire desquelles on calcule 
les contraintes principales. 

Une interprétation géométrique simple peut être donnée pour 
les grandeurs ©, 7, w,. Dans ce but, nous introduirons la notion 


S 


Fig. 3 


de l’espace des contraintes principales o,, 6., 64. Dans l’espace des 
contraintes envisagé, l’état de contrainte en un point donné peut être 
représenté par le vecteur OP dont les composantes sont respective- 
ment égales à 01, O+, O3 (fig. 3). Le plan 


O1 +02 +05 =0 (1.26) 


qui est incliné uniformément par rapport aux axes passe par l’origine 


des coordonnées. La somme des carrés des cosinus de la normale nr 


aux axes étant égale à 1, cos (n, FT EE Par conséquent, le 


VE 
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vecteur unité de la normale au plan considéré est égal à 
1 : 
nl 7 (++), 


OÙ dy 4, Ÿs sont des vecteurs unité suivant les axes 0,, 04, 03. 
La droite! 


O1 — Os — Os 


perpendiculaire au plan envisagé, passe par l’origine des coordon- 
nées. Les points de cette ligne, appelée axe hydrostatique, répondent 
aux états de contrainte hydrostatiques. 


Représentons le vecteur OP sous la forme suivante : 
OP = ovè + xls + Osés. 
La projection de OP sur la normale est proportionnelle à la 
pression moyenne 
(OP, n)=V30. 
Opérons maintenant avec le vecteur 


OQ= srês + sa + ssês, 
sous lequel figure le déviateur D.. Il est alors facile de voir que 


OP = OQ + V 30n. 
Notons que 


(0Q, n)=0, 
c.-à-d. que le vecteur OQ se trouve dans le plan (1.26) que nous 
conviendrons d'appeler plan du déviateur. 


La longueur du vecteur OQ est proportionnelle à l'intensité des 
contraintes tangentielles 


10Q1=V27. (1.27) 

L’angle «, définit la position du vecteur OQ sur le plan du dévia- 

teur. En effet, admettons que les axes 1”, 2’, 3’ soient les projections 

des axes 0,, 0:, 0, sur le plan D (fig. 4). Calculons la projection 
du vecteur OQ sur l’axe 3’. Puisque 


cos (03, 3°) — +, cos (01, 3°) — cos (03, 


1 

3)= ——, 

) VE 
nous avons 

3 
pr. OQ= À sicos (os, 3°) = — V 27 cosu. 
&=t 
Ainsi, &, est l’angle compris entre le vecteur OQ et l'axe négatif 3°. 

Cet angle ne peut être supérieur à 60°. 


2e 


20 NOTIONS: DE LA MÉCANIQUE (CH. I 


Nous examinerons maintenant, en un point donné du milieu, un élément 
de surface qui soit uniformément incliné vers les axes principaux. Nous con- 
viendrons d'appeler un tel élément, élément octaédrique (celui-ci étant la face 
d’un octaèdre régulier, fig. 5). D'après les formules de Cauchy (1.2), les proie 
tions du vecteur contrainte p.(cf. fig. 3), agissant sur un élément de surface 


octaédrique, sont respectivement égales à: 7 : re ; = . Par conséquent, la 


contrainte normale sur cet élément sera : 
On = 


c.-à-d. qu’elle sera égale à la pression 
moyenne. Quant à la contrainte tangen- 
tielle t,, elle sera proportionnelle à T: 


my 2r . 

5. Cercles de Mobr. Le diagram- 
me de Mohr est une représentation 
concrète des contraintes dans diverses 
sections passant par un point 

Fig. 5 donné. Admettons que les directions 

des axes de coordonnées et les direc- 

tions principales coïncident en ce point; nous avons alors 
conformément aux formules (1.3) et (1.2): 


On = Oyn? + Can + Osns 
On + Ta = Ofni + Oin2 + Cône, 


donc 
A=ni+ni+ni 


A partir de ce système d'équations on trouve les carrés des cosinus 
directeurs : 


n° = En — 02) (On — 03) 
1 (oi—02)(01—03) ? 


TÀ + (On — 03) (On —05) 
ni = RESTE 00) L EE? 


n° = + (On — 01) (On — 02) 
3 (0s—01) (03 —02) 


Etant donné que 0, > 0: > 04, alors que les premiers membres 
de ces égalités sont non négatifs, on devra donc avoir: 
Th + (On — 02) (On — 03) > 0, 
'. Ta + (On —03) (On — 01) KO, 
tn + (On — 01) (On —02)>0, 
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c.-à-d. que les contraintes o,, rx, se trouvent à l'intérieur d’une 
aire limitée par des demi-cercles et hachurée sur la fig. 6 ; aux points 
d'un cercle quelconque répondent des éléments de surface contenant 
les axes principaux correspondants. Les cosinus directeurs de l’élé- 
ment avec les valeurs données de 6,, x, sont calculés suivant les 


Fig. 6 


formules (1.28). Les rayons des cercles restent évidemment invaria- 
bles lorsque le corps est soumis à une pression complémentaire uni- 
formément répartie, et l’ensemble de la figure ne subit qu’un déplace- 
ment le long de l’axe horizontal o,. 

Les corrélations des valeurs principales du tenseur des contraintes 


peuvent être évaluées moyennant le coefficient proposé par Lodé 
et Nadaï: 


_ J.02—08 _ 

Ho, 1 (1.29) 
et qui caractérise la position du point o, sur le diagramme de Mohr. 
Ce coefficient n’a pas de sens seulement dans le cas de pression 
hydrostatique. 

Les diagrammes de Mobhr sont similaires pour les mêmes grandeurs 
Lo. Il est évident que pour une valeur fixée de pu, la nature de l'état 
de contrainte est déterminée à un facteur commun et à une pression 
hydrostatique additive près. Dans ce sens u, peut être considéré 
comme une forme du tenseur (ou du déviateur) des’ contraintes, comme 
la caractéristique du « genre de l'état de contrainte ». Quant au 
facteur commun, qui caractérise l’« échelle » de la construction, 
il est proportionnel à l’intensité T, comme cela découle de (1.16). 

Le paramètre u, varie de —1 à +1; ainsi on a pour la traction 
pure (01 > 0, &ü = 63 = 0): 


Bo = —1, 
pour la compression pure (0, — ©, — 0, 63 < 0) 


Uo —= +1, 
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pour le cisaillement pur (0, >> 0, ©, = 0, 63 = —0:) 
Bo = 0. 

Le paramètre u, est une fonction des invariants 7, (D), I: (D) 
et présente une liaison simple avec l'angle w,. En effet, il résulte 
de (1.29) et de (1.16) que 

Bo= V3 cotg (us++). (1.30) 

L'angle ©, est parfois appelé angle du genre de l’état de con- 

trainte. Notons que pour la traction Ve = pour le cisaillement 


O5 = + et pour la compression &, = 0. 


2. DÉFORMATION 


1. Tenseur des déformations. Soit & le déplacement que subissent 
les points du milieu lors de sa déformation. Ses composantes seront 
désignées par u.,, u,, u.. La déformation du milieu est caractérisée 
par le tenseur des déformations symétrique : 


1 1 
Ex 7 Vrxy 2 Ÿxz 
1 1 
Te=|| TS Vzv Ey TZ Vu ||, 


1 4 
ZVxz Vu &z 


dont les composantes sont égales à 


#4 [(& =) +(S ) ie 
je Oux dux 2 duy  duz Ôuz (2.1) 
ER (= ôz FLE “oz dy | 0x y 


Comme tout tenseur symétrique, le tenseur des déformations 
est réduit aux axes principaux: 


Vxy = 


Es 0 0 
Te=| 0 € 01, 
0 O0 =, 


Er Er €s étant appelés allongements principaur. Cela signifie que 
toute déformation peut être réalisée par des tractions simples dans 
trois directions orthogonales (directions principales). 

Les différences 


Vi = Es — Egr Ve = Es — Ey,s Vs — E1 — E2 (2.2) 
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sont appelées glissements principaux. Le glissement à valeur maximale 
en un point donné sera nommé glissement marzimal Ymax- 

2. Petite déformation. S'il s'agit d’une petite déformation, les 
composantes £,, Eys + + +, V+xz SOnt petites en module par rapport 
à l’unité. Si, en outre, les angles de rotation des éléments d'un 
corps l'un par rapport à l’autre s'avèrent suffisamment petits (ce 
problème est analysé dans le cours de V. Novogilov [1°], consacré 
à la théorie de l'élasticité), on peut alors, dans les formules (2.1), 


She ‘ ôux \? 2 
négliger les produits ($=) ; PTE, ..., par conséquent 
ô duy duz 
= U= Cr 


du, duy duy  duz 
Vu ag tar M to Ve RTE 


Ici e,, ey, e- représentent les allongements relatifs dans les direc- 
tions des axes des x, y, z respectivement, tandis que Yey, Yyzr Vxz 
sont des glissements relatifs (où y, est un changement d'angle entre 
les axes des z, y, etc.). La variation relative de volume sera égale à 


e = Ex + Ey + 8. (2.4) 


Ces formules simples sont inapplicables quand il s’agit de décrire 
des changements de forme appréciables pour des corps massifs. 
La valeur des composantes du tenseur des déformations étant com- 
parable à l'unité, il faut alors se baser sur les formules fondamenta- 
les (2.1). Soulignons aussi que, même aux allongements et glissements 
de petite valeur, les relations linéaires (2.3) s'avèrent souvent 
insuffisantes pour résoudre les problèmes de déformation et de sta- 
bilité des corps souples (barres, plaques, voiles) en raison des trans- 
lations et rotations importantes auxquelles sont soumis les éléments 
du corps. Par la suite, sous la notion de petite déformation on com- 
pre une déformation pour laquelle les formules (2.3) sont appli- 
cables. 

Plus bas, nous utiliserons souvent les notations tensorielles des 
composantes de la déformation : 


— (és ss 


où zx; sont les coordonnées cartésiennes et uw; les composantes du 
vecteur translation. Il est facile de voir que 


e= CTFOITE 


3. Invariants. Les invariants du tenseur des déformations, qui 
se forment de la même façon que pour le tenseur des contraintes, 
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ont la forme suivante dans les axes principaux: 
Li(Te) = + + es, 
Ta (Te) = — (182 + 223 + Es), (2.6) 
Ta (Te) = 8i2€s. 
Pour des raisons de commodité, le tenseur des déformations peut 
être représenté sous forme d’une somme : 
Te=+eTi+ De, (2.7) 


où+eT est le tenseur sphérique correspondant à la dilatation cubi- 
que, tandis que le déviateur des déformations 


1 1 4 
Ex—7 € Z Vxy TZ Ÿzz 
1 1 1 
De=| Zvy EE 5 Vyz 
1 1 1 
TZ Ÿxz ZT Vuz ET 


caractérise le changement de la forme d’un élément du système, 
dû aux glissements. Les invariants du déviateur des déformations 
sont égaux à 


L(D)=0, 
Ia (De) = + [8 — 82)? + (8e — 83) + (es — e1)?], 2.8) 


T3 (De) = (a—+e) (aæ—+e) (&—+e) . 


L'invariant quadratique 7, (D..), que l’on peut considérer comme 
étant une caractéristique sommaire de la distorsion d’un élément 
du milieu, joue un rôle important dans la théorie de la plasticité. 
La grandeur non négative 


T= + 2) 7, (De) = 


= 2Ve-sr+e a+ (ee ep+ Tree) 
(2.9) 


est appelée intensité de la déformation de cisaillement (1). 
Dans le cas de cisaillement pur, nous avons: 


Ex = Ey = Er = Vyr = Ver 0,  Vry =. 
(t) On envisage parfois la déformation réduite (ou l'intensité de la défor- 
mation) égale à VA T. Dans le cas d'une traction (compression) simple appliquée 


à une barre en matériau incompressible, la déformation réduite est égale à 
lel. 
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En introduisant ces valeurs dans (2.1), on trouve: 
T —= | v| e. 


Le facteur numérique qui se trouve devant la racine dans (2.9) 
est choisi de façon que, lors du cisaillement pur, l'intensité T soit 
égale à la valeur du cisaillement Y. 

La relation (2.7) peut être écrite aussi sous la forme: 


ej— + eôiy+ ei, (2.10) 


où e;,, sont les composantes du déviateur des déformations. La pre- 
mière égalité de (2.8), dans ces notations, a la forme de e;; = 0, 
et l'intensité de la déformation de cisaillement est égale à 


= (2eiyei) 2. (2.11) 


4. Interprétations géométriques. Des interprétations géométriques 
analogues à celles du tenseur des contraintes envisagées plus haut 
peuvent être développées pour tout tenseur symétrique, et pour le 
tenseur des déformations en particulier. 

Tout comme précédemment, on obtiendra: 


1 ES 
a=77lcos (o—+) L 


V3 
er cos (ue++), (2.12) 
1 
ex = 3 T cos &,, 
donc 
—cos gay = 12 VI 09, (2.13) 


Tout comme auparavant 
0<u,< + , 
et il existe une relation approximative: 
T & 1,08: Ymaz- (2.14) 
Le diagramme de Mohr reste valable si l’on porte en abscisses 
l'allongement relatif e, suivant la direction donné n et en ordonnées 
la moitié de la valeur absolue du cisaillement y, dans le plan perpen- 


diculaire à ». 
Tout comme pour le paramètre u,, on introduit le paramètre 


En D 
Le = 2 € — 3 1, 
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qui est lié à l'angle du genre de déformation «©, par la relation 
= V3 cotg (we ++). (2.15) 


5. Conditions de compatibilité des déformations. Les composantes 
du tenseur des déformations doivent satisfaire aux six relations 
identiques de Saint-Venant, à savoir: 


des Oey OMey 


Oy® | 01?  Ozoy * *‘‘? 


dex _ 9 Myz , Axz  Oxy . (49) 
tu = Lo +) 


>... 


Les autres relations seront déduites de celles décrites par permu- 
tation circulaire des indices. 


6. Composantes du tenseur des déformations en coordonnées cylindri 
et sphériques. Les expressions des composantes du tenseur des déformations 
en coordonnées cylindriques et sphériques nous étant nécessaires par la suite, 
nous les donnons ici sans démonstration [15,57]. 

Coordonnées cylindriques r, @, z. Soient les composantes du vecteur déplace- 
ment u,, uw u, indépendantes de y; les cisaillements et allongements relatifs 
auront alors la forme suivante: 


ôur u ôu 
=? er a) , 
de Uy ôu du, , ds In 


g 
Ve rt Ve Vu To 


. Coordonnées sphériques r, @, x. Dans le cas de symétrie centrale qui nous 
intéresse, les composantes du vecteur déplacement u, = u, = 0, et 


ôu: u 
er à Vro = Vox = Va 0. (2:18) 


3. VITESSE DE LA DÉFORMATION 


1. Tenseur des vitesses de déformation. Soit v la vitesse avec 


laquelle se déplacent les éléments du milieu et dont les composantes 
sont : 


Ve = VL(r y, 2,t), vy=v,(z y, 2 t), v.=v (x, y, z, t). 


Durant un intervalle de temps infiniment petit dt, le milieu 
subit une déformation infiniment petite qui est définie par les 
déplacements v, dt, v, dt et v,dt. Les composantes de cette défor- 
mation trouvées d’après (2.3) ont le facteur commun dt. En les 
divisant par celui-ci, on obtient les composantes du fenseur des 
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vitesses de déformation symétrique: 


1 1 
Ex Z y ZT 2 
1 1 
Ty 2 x by 3 z ||: 
1 1 
Z xz Z My: E 
où 
dx &y dz 
b=—, bg" b=—; 


3.1) 
&x . ®& &y . dv à. -ÿù ( 
Ste Mega gta 


Les grandeurs E., by E, définissent les vitesses des allongements 
relatifs de volume élémentaire dans les directions des axes de coor- 
données ; quant à Mzy, Nyzs Nxz, ils définissent les vitesses angulaires 
de distorsion des angles initialement droits. La vitesse de la dilatation 
cubique relative est égale à 


E = Ée + Ey + Ë, — div v.j (3.2) 


Outre la vitesse de déformation pure, caractérisée par le tenseur 
T x, l'élément de volume subit un déplacement rigide défini par la 
vitesse de translation v et par la rotation à vitesse angulaire 


1 
@=- rot v. 
L'accélération d'un élément du milieu en mouvement est définie 
par la dérivée totale de la vitesse: 


êv. dv ôv. dv 
Ve Her FU y TU ps) 


Le premier terme de cette équation caractérise les transformations 
locales, les autres représentent la partie de translation qui tient 
compte des transformations dues au transfert de l'élément dans un 
point voisin de l’espace. 

En notations tensorielles, les composantes de la vitesse de défor- 
mation sont égales à 


1 [ôv , © 
art): 
où v, sont les composantes du vecteur vitesse. 


2. Invariants du tenseur des'vitesses de déformation. On peut obtenir 
les invariants du tenseur T'; et du déviateur D, à partir des for- 
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mules (2.6) et (2.8) en remplaçant &,, . .., VYez Par Ex, . . ., Nxze 
Ecrivons seulement l'expression d'intensité des vitesses de déforma- 
tion du cisaillement: 


V2 VE EP +E ENTER + (+ ni +m). 
(3.4) 


Le diagramme de Mohr et le coefficient 4, gardent également 
leur signification lorsqu'ils sont appliqués aux vitesses de défor- 
mation. 

On introduit identiquement la quantité w, et les formules cor- 
respondantes pour les valeurs principales du déviateur D.. 

3. Déformation et vitesse de déformation. Les vitesses étant 
les dérivées totales des déplacements par rapport au temps 


_ du: 
mr TA 
on obtient 
1 { 9 du, à duj 
Bug (sa tan ar) (85) 


Il est évident que 
d 
y eus. 


Dans le cas de petite déformation, il existe des relations simples 
entre les composantes de la déformation et celles de la vitesse de 
déformation. En effet, étant donné que 


ô 
Ut 2] ui, 
il s'ensuit 
Q 
by = Tr €: (3.6) 
Les accélérations sont décrites par les formules 
du; 
Wie (3.7) 


La partie de translation est négligée dans l'expression de la dérivée 
totale, en se basant sur le fait que, lors de petites déformations, les 
dérivées du déplacement et des vitesses suivant les coordonnées 
peuvent être considérées d'habitude comme étant petites. 


J1 convient enfin de noter que E;, _. e; puisque, en général, les 


axes principaux du tenseur des déformations et de celui des vitésses 
de déformation ne coïncident pas. 
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4. Accroissements des composantes de la déformation. Comme 
on le verra plus bas, dans des conditions de déformation plastique 
relativement lente et à température relativement peu élevée, les 
propriétés mécaniques des métaux ne dépendent pratiquement pas 
de la vitesse de déformation. Dans ce cas, ce ne sont pas en somme 
les vitesses de déformation qui présentent un intérêt, mais les accrois- 
sements infiniment petits de E;; dt (que l’on désigne conventionnelle- 
ment par de;,, ayant en vue que ces quantités, à proprement parler, 
ne constituent pas les différentielles des composantes de la déforma- 
tion) qui, conformément à (3.5), s'expriment par les formules: 


der = 3(# CEE VE = du), (3.8) 


constituent le tenseur T4x et ont une signification physique simple. 
Les relations (3.8) sont applicables pour la description des grandes 
déformations que l’on peut obtenir par sommation des transforma- 
tions infinitésimales (3.8). 

Dans les formules (3.8), les accroissements des composantes de la 
déformation sont calculés par rapport à l’état instantané; le système 
de coordonnées zx, est supposé « gelé » dans l'élément de volume 
donné. 

Envisageons, par exemple, la traction homogène d’un cylindre 
le long de nos axe coïncidant avec l’axe des z,; nous avons alors: 


du=+ 


où L est la longueur courante du cylindre, dl sa transformation infi- 
niment petite. La sommation nous conduit à l'allongement dit 
allongement naturel 


où /, est la longueur initiale. 
Si, au cours de la déformation, les axes principaux ne tournent 


pas, les intégrales f de, ont une signification physique simple et 


sont égales aux allongements naturels correspondants ne. Il 


est évident que la loi valable dans ce cas est celle de l'addition 
directe des déformations : la somme des allongements naturels suc- 
cessifs est égale à l’allongement naturel sommaire. 


Dans le cas général, les intégrales { deu ne se calculent pas 


et n’ont pas de signification physique concrète. On peut obtenir 
ces intégrales si l’on connaît la voie de la déformation, c.-à-d. si 
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l'on connaît les composantes de,; en fonction d’un certain paramètre 
(charge, par exemple). Cela limite l'application des allongements 
naturels en tant que mesure de déformation au cas des directions 
principales fixées. 

Nous désignerons les invariants du tenseur T4 (déviateur Dx), 
que l’on obtient à partir des invariants correspondants du tenseur 
T, par transition aux composantes de;j, par: 


de, dr, Hde» de. 


Soulignons une fois de plus que l’on ne doit pas considérer les 
quantités de ;; comme étant les différentielles des composantes de la 
déformation e;,. Mais cela ne sera vrai que pour les petites défor- 
mations pour lesquelles sont applicables les formules (2.3). Il 
s’agit dans ce cas d’une simple superposition des déformations et 


les intégrales [ de; représentent les composantes de la déformation. 


5. Conditions de compatibilité des vitesses de déformation. On ne 
peut pas prendre arbitrairement les composantes de la vitesse de 
déformation tout comme celles de la déformation proprement dite 
(cf. paragraphe 2). Elles doivent satisfaire aux six conditions de 
compatibilité, tout à fait analogues aux conditions de compatibilité 
de Saint-Venant (2.16): 


PE | PBy Pay, 
oyà +3 éd" 


2 en 2 (ee de) 


(3.9) 
dyôz ôr oz 


6. Cas de milieu incompressible. Pour le milieu incompressible 
E — 0, c.-à-d. 


mi 0. (3.10) 


Sous cette condition, les composantes E,; sont les composantes du 
déviateur des vitesses de déformation et l'intensité des vitesses de 
déformation du glissement est égale à 


H = (2EEs) 2. (3.11) 


4. ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU MOUVEMENT. 
CONDITIONS INITIALES ET CONDITIONS AUX LIMITES 


1. Equations différentielles du mouvement. Désignons par p 
la densité du milieu, par F,, F,, F., les composantes de la force 
de masse et par w,, w,, w,, les composantes de l’accélération de 
l'élément du milieu. Le mouvement de ce dernier sera défini par les 
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forces qui lui sont appliquées. En calculant ces forces, nous obtien- 
drons les équations différentielles du mouvement du milieu continu 
dues à Cauchy: 


Hz, 
De ++ DE + p (Feu) —0, 
Rx ôo Ca 
+ + +1 y—w,) = 0, (4.1) 
Àxz 902 


yz 
3z ET z + (F:— w:)=0. 


Soulignons que ces équations décrivent le mouvement d'un élé- 
ment du milieu identifié à une particule d’un solide. 
En notations tensorielles, ces équations s’écrivent sous la forme : 


ô0 
ee +0 F—w) = 0. (4.2) 


Tenant compte du fait que par la suite nous aurons besoin d'opérer 
avec des équations différentielles d'équilibre en coordonnées cylin- 
driques et sphériques, nous donnons ces équations sans les déduire 


(ef. [57,61]). 


2. Equations d'équilibre en coordonnées cylindriques. En coordonnées 
cylindriques r, o, z, les équations d'équilibre ont la forme: 


80, 1 rm  Otrz, Or Op 
tr gta tr 


dr Â 90% ez 2Tr9 
ôr Fr 9z + r pren (4.3) 


Ca 1 dtez 002 Trz _ 
rap tot r tPFe=0. 


+pFr=0, 


3. Equations d'équilibre en coordonnées :sphériques. Soient r le rayon, 
œ la longitude, x la latitude en coordonnées sphériques ; dans le cas de symétrie 
centrale, l'équation d'équilibre a la forme 


do, 2 
7 + F (67 — 09) +pFr=0, (4.4) 


or 


Op = yo Trp = Tex = Try = 0. 


&. Conditions aux limites. Outre les équations citées ci-dessus, 
nous disposons encore des conditions aux limites qui peuvent avoir 
un caractère très varié. 

Des charges p,, p,, p. peuvent être données à la frontière S 
du corps. Dans ce cas, pour S doivent être vérifiées les équations 
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(1.2) qui sont les conditions d'équilibre d’un tétraèdre élémentaire 
attenant à la frontière sous l'effet des efforts intérieurs et extérieurs. 

On peut donner les déplacements (ou les vitesses) des points de 
la frontière du "corps. 

Enfin, on rencontre sur la frontière des conditions aux limites 
composées dans lesquelles nous aurons, en partie, des charges et, en 
partie, également des déplacements (ou des vitesses). 

5. Conditions initiales. Il est nécessaire de déterminer l’état du 
corps au moment initial si le processus de déformation est non 
stationnaire et qu’il se décrive par des équations contenant les 
dérivées par rapport au temps (ou les dérivées par rapport au 
paramètre de la charge). 


5. ÉQUATIONS MÉCANIQUES DE L'ÉTAT DU CORPS 


1. Equations mécaniques de l’état. Les grandeurs examinées plus 
haut (forces, contraintes, translation, rotation, déformation, vitesse 
de déformation, etc.) sont nécessaires pour décrire les états dynami- 
que et cinématique de l'élément du milieu. Elles peuvent être 
appelées variables mécaniques. Comme nous l’avons déjà vu, elles 
ne sont liées que par trois équations du mouvement (4.1). Il faut 
aussi connaître la liaison existant entre les états dynamique et 
cinématique de l'élément du corps pour pouvoir construire la 
théorie phénoménologique fermée du mouvement d'un milieu continu. 
L'ensemble de ces rapports peut être nommé « équations mécaniques 
de l’état ». Il importe de les distinguer des équations du mouvement 
(4.1) qui sont les conséquences du principe de d’Alembert et qui 
décrivent la mécanique du déplacement et de la rotation d’un élé- 
ment du milieu, celle-ci étant d'une importance secondaire pour 
l'état de la matière. 

Les propriétés mécaniques des corps réels sont très complexes. 
Néanmoins, il n’est nullement nécessaire de vouloir formuler les 
équations de l’état décrivant "tous les détails du comportement méca- 
nique des corps sous l'effet des charges. Par contre, il convient de 
choisir le modèle mécanique le plus simple qui puisse être en mesure 
de refléter seulement les ‘propriétés les plus essentielles. Il sera alors 
possible de développer une théorie mathématique suffisamment 
complète et représentative. Les modèles simples de ce genre consti- 
tuent la base des précisions suivantes. Cela explique le rôle impor- 
tant que jouent dans la mécanique et dans ses applications les modèles 
du corps élastique parfait et du fluide parfait. 

2. Corps élastique, fluide parfait et fluide visqueux. La mécanique 
du continuum étudie depuis longtemps le mouvement des fluides 
parfait et visqueux ainsi que les déformations d’un corps élastique 
parfait. Pour ce dernier, on adopte en qualité d’équation de l’état 
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la loi de Hooke généralisée : 
e — 3ko, (5.1) 
D, = 2GD,, (5.2) 


où k et G sont les constantes du matériau (1). 

Sous sa forme écrite ci-dessus on souligne dans cette loi la dif- 
férence qui existe entre la résistance du corps élastique au change- 
ment de volume et sa résistance au changement de forme (glisse- 
ment). Les constantes k et G peuvent être considérées comme indé- 
pendantes. 


Pour le fluide parfait on a l’équation caractéristique suivante : 
f(o, p) = 0 (5.3) 
et la condition d'absence de frottement interne : 
D, = 0. 


Pour le fluide visqueur, on adopte en plus de l'équation caracté- 
ristique (5.3) la loi de Newton généralisée : 


D, = 2u'Dy, (5.4) 


où a’ — const est le coefficient de frottement. 

3. Considérations finales. Les exemples cités caractérisent les 
propriétés mécaniques les plus simples de corps réels. En particu- 
lier, aux solides envisagés nous n’attribuerons que la propriété 
d'élasticité parfaite, alors qu’en réalité ces solides ne peuvent être 
considérés comme élastiques que dans des limites plus ou moins 
étroites et il convient de considérer le problème important de la 
déformation plastique des solides. A cet effet, il y a lieu d’établir 
avant tout les équations de l’état plastique. En principe, on pourrait 
se proposer de déduire ces équations à partir des notions théoriques 
de la physique du solide. Cependant le processus de la déformation 
plastique est fort compliqué étant donné qu’il est lié avant tout à 
différents défauts du réseau cristallin. Si, en outre, on tient compte 
aussi de la complexité de la structure de divers alliages en usage 
de nos jours, la difficulté du problème posé nous apparaîtra nettement. 
Il nous reste une autre solution qui consiste à établir les équations 
de la plasticité en se basant sur des données expérimentales. C’est 
de manière que furent introduits et examinés dans le paragraphe 
précédent les modèles du corps élastique, du fluide parfait et du 


() k = > est le coefficient de compression volumique. Dans cette 
relation, £ est le module d’Young, v, le coefficient de Poisson; G — TE 


est le module de glissement. 
3—0653 
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fluide visqueux. Ce n’est que bien après que l’on a réussi à obtenir 
ces mêmes équations en partant de notions physiques. 

Enfin, nous noterons l’importance que revêt dans le fondement 
des équations de l’état plastique l'application de l’analyse ther- 
modynamique, en particulier, de la thermodynamique des phénomènes 
irréversibles développée avec succès ces dernières années [1,5 78, 89], 


Exercices du chapitre I 


: 1. Montrer que les directions principales du tenseur et du déviateur coïîn- 
cident. 
2. Démontrer qu'il découle de la relation 


D, = %ŸDo, 


où y est un scalaire, que les directions principales sont les mêmes pour les 
déviateurs D, et Ds, tandis que Le = lg. 

3. Montrer par le passage direct d'un système de coordonnées z,y,:à un 
autre système clans latte » N, &, que la pression moyenne et l'intensité des 
contraintes tangentielles demeurent invariantes: 


Ox Foy +02= 0 + On toi 
(Ox—0p) +... +6(Tiy+...)= (0-07) +...+6 Gén+ ….) 


4. En cas de déformation à symétrie centrale, trouver le déplacement 
radial à condition que le milieu soit incompressible. Calculer les déformations 
naturelles. 

5. Trouver le déplacement radial dans le cas d’une petite déformation 
axiale symétrique d’un milieu incompressible ; considérer le déplacement u, dans 
la direction de l'axe des z comme étant égal à zéro. 

Comment changeront les résultats si u, est constant? 


CHAPITRE II 


ÉQUATIONS DE L’ÉTAT PLASTIQUE 


6. PROPRIÉTÉS MÉCANIQUES DES SOLIDES 


1. Changement de forme et de masse volumique du solide. 11 
est d’une pratique courante de distinguer les solides et les fluides 
quoique, du point de vue de la physique, cette distinction semble 
plus ou moins conventionnelle. Les corps solides et liquides se 
distinguent notamment par leur différente résistance au changement 
de forme, dont ils font preuve lorsqu'ils sont sollicités par des forces 
extérieures. Ainsi, l’eau ne résiste presque pas au chagement de forme, 
tandis qu’il faut appliquer de gros efforts à une pièce d'acier pour 
que celle-ci parvienne à se déformer. Les essais de Bridgman et d’au- 
tres chercheurs ont montré que la compression triaxiale des liquides 
et solides (non poreux) est une déformation élastique, la dépendance 
entre le changement de volume relatif et la pression étant quasi 
linéaire |[*#5?]. De la sorte, le changement de la masse volumique du 
corps est une déformation élastique définie par la pression moyenne. 
On peut d'habitude négliger des changements insignifiants de la masse 
volumique causés par la déformation plastique (« foisonnement »). 

Le changement de forme d'un corps est dû à la déformation 
de glissement. Sous des pressions modérées, la déformation de glis- 
sement des matériaux isotropes dépend peu de la pression. Selon 
les essais de Bridgman, l'accroissement du module de glissement 
(module d’'élasticité transversale) sous une pression de 105 atm est 
de +2,2 % pour l'acier à ressort et de +1,8 % pour le nickel par 
rapport à sa valeur mesurée à une pression nulle. L'effet de la pres- 
sion peut être notable lorsqu'il s’agit des roches se trouvant à de 
grandes profondeurs. 

Il convient de noter, par contre, que la déformation de glisse- 
ment des matériaux anisotropes dépend de la pression. Celle-ci, en 
outre, joue un rôle appréciable dans les questions de l'équilibre 
limite des massifs pulvérulents. 

2. Déformations élastique et plastique. La résistance du solide 
à la déformation peut être illustrée par les essais de traction des 


+ 


éprouvettes cylindriques soumises à des efforts P augmentant 
3+ 
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progressivement. La courbe d’allongement de l’acier doux et du 
cuivre à température ambiante est représentée dans la partie 
supérieure de la fig. 7. 

Sur l’axe vertical, on porte la contrainte P/F,, où F, est la 
section initiale de l’éprouvette, et sur l’axe horizontal, l'allongement 
relatif Al/L,, où L, est sa longueur initiale. Le point À, qui se trouve 
un peu plus bas que la limite élastique B, correspond à une limite 
dite limite de proportionnalité. Au-delà du point B on voit apparaître 


Traction 
/] 
Acier 
doux 
_-— Cuivre 
ü 21 
00$ b 


-002 -00 0 


O0 O0? QUS 


c 
D Compression 


Fig. 7 


les déformations résiduelles ou permanentes et les allongements 
grandissent rapidement. Un palier d'écoulement BC apparaît sur 
la courbe; au-delà de ce palier les contraintes recommencent à aug- 
menter. La partie CD de la courbe répond à l’état de l’écrouissage 
du matériau. Pour les matériaux envisagés la courbe de compression 
est en général similaire à la courbe de traction, bien que les contrain- 
tes correspondant aux points A’, B',C’, D’ aient une valeur un peu 
plus élevée que les contraintes correspondant aux points À, B, C, D. 
Le passage au palier d'écoulement est parfois marqué par un pic 
aigu. Nous conviendrons d'appeler limite d'écoulement la contrainte 
caractérisant la partie BC de la courbe (!). 

Pour certains métaux, comme, par exemple, le cuivre recuit, 
l’aluminium, les aciers hautement alliés etc., la courbe de traction 
est dépourvue de palier d'écoulement et, parfois, ne présente prati- 
quement pas de partie rectiligne. 

Si l’on diminue la charge, la courbe de retour À BC (fig. 8) sera 
en principe proche de la ligne droite, cette dernière ayant une pente 
identique à celle de la ligne du domaine élastique, et la valeur de la 
déformation résiduelle sera mesurée par la longueur du segment OC. 


(:) Notons que cette définition ne coïncide pas avec la notion courante 
dans la technique de limite d'écoulement conventionnelle en tant que contrainte 
correspondant à la déformation résiduelle de 0,2 %. 
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Les essais de cisaillement pur (torsion d’un tube) se traduisent 
par des courbes de la déformation tout à fait analogues à celles de la 
traction. 

Les courbes de déformation sont d'habitude schématisées dans 
la théorie de la plasticité. Un tel schéma de dépendance entre la 


Fig. 8 


déformation du cisaillement yet la contrainte tangentielle + est 
montré sur la fig. 9 pour les essais du cisaillement pur. Au début, 


Fig. 9 


lorsque T<< +4, le matériau satisfait à la loi de Hooke: 


T = GY. (6.1) 


Ensuite, vient la phase d'écoulement 4B qui se caractérise par une 


déformation de cisaillement croissante, la contrainte tangentielle 
étant constante : 


T = Const — Ts. (6.2) 


. 
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Cet état se prolonge jusqu'à ce que y n’atteigne la valeur de y, 
que nous conviendrons d'appeler limite de cisaillement à l’écoule- 
ment. À partir de cet instant, le matériau passe dans le domaine BC 
de l’écrouissage, où le rapport entre + et y peut être représenté sous 
la forme 


T=£g(y 7. (6.3) 


La fonction g (y) est parfois appelée module de plasticité; d'après 
les données expérimentales 0 & g (y) < G. En l’absence de palier 
d'écoulement, la phase BC de l’écrouissage vient immédiatement 
après la partie OA exprimant l’élasticité linéaire. 

3. Ecrouissage. Lorsqu'on décharge les éprouvettes métalliques, 
la courbe de retour ABC (fig. 8) est sensiblement rectiligne. Si 
l'on recharge l’'éprouvette, la courbe de charge CDE différera très 
peu de la ligne ABC. Ainsi, par suite d’un étirage initial, le métal 
se comporte comme s'il avait acquis des propriétés élastiques et une 
limite élastique plus élevée tout en perdant, il est vrai, une partie 
notable de sa capacité de déformation plastique. Ce phénomène 
s'appelle écrouissage. 

Avec le temps, on constate une disparition partielle de l’écrouis- 
sage. Ce phénomène, appelé repos du matériau, devient de plus en 
plus apparent lorsque la température augmente. L'écrouissage acquis 
disparaît sous l'effet d’une température élevée (recuit du matériau). 

4. Anisotropie de déformation. L'’écrouissage est en général 
orienté. C'est pourquoi, par suite d’une déformation plastique, le 
matériau acquiert ce que l’on appelle anisotropie de déformation. 
Une des manifestations de ce phénomène est l'effet de Bauschinger 
qui consiste en ce que la déformation plastique préalable d’un signe 
diminue la résistance du matériau par rapport à la déformation 
plastique suivante du signe opposé. Ainsi, la traction plastique d’une 
barre conduit à une diminution notable de la limite d'écoulement 
de la même barre lors de sa compression ultérieure. 

5. Influence de la vitesse de déformation. Si les essais ont lieu 
dans des intervalles de temps ordinaires et à température ambiante. 
les propriétés mécaniques de l'acier et des métaux réfractaires en 
général ne dépendent presque pas de la vitesse de déformation. Sur 
la fig. 10 sont donnés les résultats des expériences de Siebel et de 
Pump aux vitesses suivantes de la compression relative: À — 


=1252,B-0,22,C- 00252, D près de zéro. Cependant, 


la vitesse des essais revêt une grande importance lorsqu'on a affaire 
à des métaux très ductiles (plomb, étain, etc.), au cours des essais 
prolongés de l’acier, du cuivre et d’autres métaux dans des condi- . 
tions de température élevée et, enfin, pour les grandes vitesses de 
déformation. L'effet de la vitesse dépend pour beaucoup de la tem- 
pérature. En effet, il tombe lorsque baisse la température et, vraisem- 
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blablement, disparaît tout à fait aux températures suffisamment 
basses. L'influence de la vitesse proprement dite se traduit par une 
résistance accrue à la déformation avec l'augmentation de la vitesse 
de déformation. 

Ces faits témoignent que, dans les conditions « ordinaires », la 
déformation plastique des métaux «rigides» est pratiquement 


Q05 àQ10 


Fig. 10 


indépendante du mouvement thermique des atomes (plasticité 
athermique). 

6. Fluage. Aux températures suffisamment élevées, on constate 
que la déformation plastique croît avec le temps sous l'effet des 
contraintes les plus insignifiantes. Ce phénomène est appelé fluage; 
il se traduit dans certains cas par des déformations croissantes avec 
le temps, la charge étant constante, et, dans d’autres, par une décrois- 
sance continue des contraintes, la déformation étant constante 
(relaxation). Le fluage détermine la résistance et la durée de vie 
des machines soumises à des hautes températures. Il convient 
de noter à ce propos le développement rapide de la théorie du 
fluage. 


7. ÉTUDE EXPERIMENTALE DES DÉFORMATIONS PLASTIQUES 
AUX ETATS DE CONTRAINTE COMPLEXES. 
MISES EN CHARGE SIMPLE ET COMPLEXE 


1. Etudes expérimentales. Un grand nombre d'ouvrages, apparus 
essentiellement ces dernières décennies, sont consacrés à l'étude 
des conditions de l’écoulement et de l’écrouissage aux états de con- 
trainte complexes. Les essais de la plupart des chercheurs ont pour 
objet les tubes à parois minces (fig. 11). On peut, en exerçant une 
traction, une torsion et une pression intérieure combinées, engendrer 
un état de contrainte plan (ou plutôt « presque plan ») arbitraire 
dans les parois du tube. Ainsi, sous l’effet de la poussée axiale P 
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et du moment de torsion , nous avons les contraintes (essais 
P + M): 


M 
So SO, Gr Vo Zah ? 


où a est le rayon moyen du tube et k son épaisseur. 
Sous l'effet de la poussée axiale P et de la pression intérieure 
p (essais P + p), nous avons: 


a 
RS Cr D + Te: & 0. 


La contrainte o,, dont l’ordre de grandeur est p, est d'une valeur 
négligeable par rapport aux contraintes 6,, 6, puisque > 1. 


On peut juger des lois de la déformation plastique en mesurant 
les déformations du tube (changements du diamètre, de la longueur 


Fig. 11 


du tube, de son angle de torsion) et en les comparant aux états de 
contrainte connus. 

Ces dernières années, des essais furent entrepris visant à charger 
le tube d’une certaine pression extérieure q en plus de la pression 
intérieure p exercée. On est arrivé à cette occasion à suivre le com- 
portement du matériau lors d’un état de contrainte triaxial. Cet 
apport de pression extérieure complique notablement les essais. 

Des essais ont été faits aussi pour étudier la traction et la 
torsion des cylindres pleins, subissant une pression latérale. Les 
essais de ce genre sont faciles à exécuter, mais ils sont moins repré- 
sentatifs, car la distribution des contraintes dans un cylindre plein 
est irrégulière et ne peut être calculée directement à partir des charges 
mesurées. 

2. Mises en charge simple et complexe. La mise en charge simple 
se caractérise par le fait que les composantes de la contrainte aug- 
mentent au cours de chaque essai proportionnellement à un paramètre. 
11 est évident que, lors des essais sur les tubes à parois minces, les 
charges extérieures augmentent alors aussi proportionnellement à 


8.] CONDITIONS D'ÉCOULEMENT 41 


ce même paramètre. Par conséquent, la forme du tenseur des con- 
traintes et les directions principales de ce dernier restent toujours 
invariables. 

Par contre, lors des mises en charge complexes, les directions des 
axes principaux et les relations mutuelles des contraintes principa- 
les peuvent varier. 

Examinons en qualité d'exemple les essais P + M. En coor- 
données P, M, la mise en charge sera représentée par une certaine 
courbe OC (fig. 12). La simple mise en 


charge correspond à un certain rayon, h» D, 

par exemple O0O,. Toutes les autres voies 

de la mise en charge répondent à la t 
mise en charge complexe. £ 


Il est plus facile de réaliser les essais 
de mise en charge simple, car dans ce 
cas la machine d'essai utilisée est plus 
simple et il suffit d’une seule source de 
forces (presse hydraulique par exemple). 9 A M 

Nous citerons un exemple de mise en Fi 

: s : ig. 12 

charge complexe. Le cylindre à parois 
minces est tout d’abord soumis à une 
torsion et ensuite, à moment M constant, à un effort de traction. 
Sur la fig. 12, ce cas est représenté par la ligne brisée OAB. Les 
mises en charge de ce type sont parfois appelées échelonnées. 

Note. Comme il a été constaté plus haut, la pression hydrosta- 
tique exerce une influence insignifiante sur le processus de la défor- 
mation plastique. Les critères de la mise en charge simple peuvent 
donc être énoncés sous une forme un peu plus triviale : lorsque la mise 
en charge est simple, les composantes du déviateur des contraintes varient 
proportionnellement au paramètre croissant 1: 


Sij — St, 


où s?; est un déviateur constant. 

Dans ce cas, les axes principaux du déviateur des contraintes 
et le coefficient de Lodé et de Nadaï u, (forme du tenseur des con- 
traintes) restent invariables; la pression moyenne © peut changer 
arbitrairement. 


8. CONDITIONS D'ÉCOULEMENT. 
SURFACES ET COURBES D'ÉCOULEMENT 


Les courbes de déformation présentées plus haut se rapportaient 
à l'état de contrainte uniaxial, mais il est important de connaître 
le comportement du matériau aux états de contrainte complexes. 
Notamment, il convient d’avoir une idée des conditions caractérisant 
le passage du matériau de l’état élastique à l’état d'écoulement 
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(palier AB, fig. 9). Ainsi o, = const = 0, pour la traction simple 
à l’état d'écoulement et + — const = x, pour le cisaillement pur. 

Une question se pose de savoir la forme éventuelle que revêtrait 
la condition caractérisant le passage au-delà de la limite d’élasticité 
lors de l’état de contrainte complexe. Cette condition, satisfaisant 
à l’état d'écoulement, est appelée condition d'écoulement (ou de 
plasticité). Pour les corps isotropes, cette condition sera la fonction 
symétrique des contraintes principales : 


f (O1, Ge, O3) — const = X, 


où À est la constante du matériau, qui est liée à la limite d’écoule- 
ment. Les invariants étant les fonctions symétriques principales 
des composantes de la contrainte, cette dernière condition peut être 
représentée aussi sous la forme: 


flo, T2 (To), Ts (To) = X. 


Nous avons noté plus haut que, dans la plupart des cas, l’in- 
fluence de la pression moyenne sur le changement de la forme est 
tellement insignifiante qu'elle peut être négligée. La condition 
d'écoulement prendra alors la forme: 


fe (D), 13 D) = K, (8.1) 


c.-à-d. qu’elle ne dépend, en principe, que de la différence des con- 
traintes principales. Il est à noter que la condition d'écoulement 
s'écrit souvent sous une forme 
plus condensée : 


Are (D), T3 (D )l = 0, 


dans laquelle on sous-entend la 
présence du paramètre Æ dit 
« limite d’écoulement ». 

Si nous profitons de l'inter- 
prétation géométrique de l'état 
de contrainte développée plus 
haut, l'équation (8.1) sera l’équa- 
tion d’un cylindre dont l’axe est 
la droite 0, = 6: — 64 qui est 
perpendiculaire au plan du dé- 
viateur puisque la pression 
moyenne n'est pas comprise dans 
Fig. 13 (8.1). Il suffit d'examiner la 
trace de ce cylindre sur le plan 
du déviateur. Elle constituera la courbe C symétrique par rapport 
aux axes 1’, 2’, 3° et que l’on appelle courbe d'écoulement (fig. 13). 

La courbe d'écoulement C possède les propriétés suivantes: 
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1) La courbe C ne passe pas par l’origine des coordonnées O, 
car l'état d'écoulement a lieu lorsque les contraintes tangentielles 
sont considérables. 

2) Admettons que les propriétés du matériau restent les mêmes 
à la compression et à la traction. La courbe C sera alors symétrique 
par rapport aux droites perpendiculaires aux axes 1”, 2’, 3’, car 
l'état d'écoulement a lieu aussi lorsque le signe des contraintes 
sera inversé. 

3) La courbe d'écoulement doit être convexe, c.-à-d. qu’elle 
doit se trouver d’un côté de la tangente (ou de la ligne de base si 
la courbe C comporte des tronçons rectilignes). 

Cette restriction découle de la condition de non-négativité des 
accroissements du travail de la déformation plastique (postulat de 
Drucker, cf. paragraphe 18). 

Les directions principales dans un corps isotrope étant équiva- 
lentes et les limites d'écoulement à la traction égales à celles à la 
compression, la courbe d'écoulement passera alors par six points 
Aus Aos - - +, A6 appartenant aux axes J’, 2’, 3’, qui sont équidis- 
tants de l’origine des coordonnées (fig. 13). 

I1 en résulte que la courbe d'écoulement se compose de douze 
arcs identiques. Ainsi, il suffit donc de suivre le comportement du 
matériau sur un de ces arcs pour l'étude expérimentale des condi- 
tions d'écoulement. 

Nous examinerons plus bas (au paragraphe 16) certaines géné- 
ralisations se rapportant aux conditions de plasticité. 


9. CONDITIONS DE CONSTANCE POUR LA CONTRAINTE 
TANGENTIELLE MAXIMALE 
(PRINCIPE DE TRESCA — SAINT-VENANT) 

Se basant sur les résultats de ses essais portant sur l'écoulement 
des métaux par des orifices, l’ingénieur français H. Tresca avança 
l'hypothèse suivant laquelle la contrainte tangentielle maximale a 
la même valeur pour un matériau donné en état d'écoulement dans 
tous les points du milieu. Cette valeur, comme il en résulte de 


l'examen de la traction simple, est égale à Le Un peu plus tard, 


Saint-Venant proposa la formule mathématique de cette condition 
pour la déformation plane. 
Dans le cas triaxial, nous avons: 
2|Til=|0:—-03|<0s, 
21Te|=103—011<0 (9.1) 
21t:|=[0—01<04, 
où d’ailleurs (ainsi que dans le paragraphe suivant) les conditions 
CO1>02 > O4 peuvent ne pas être respectées (sinon nous aurons 
toujours 2Tnax — O1 — O3). 
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Dans l’état élastique, toutes les conditions (9.1) sont vérifiées avec 
un signe d’inégalité. 

Dans l’état d'écoulement, il doit y avoir une égalité pour 
une ou deux de ces conditions. Puisque 06,>> 0, il ne peut 
pas y avoir en même temps une égalité pour les trois con- 
traintes tangentielles principales de la constante o,, comme on 
ne peut pas réduire à zéro la 
somme d’un nombre impair de 
termes à module égal, alors 
que Ti + Te + T3 = 0. 

La relation suivante entre 
la limite d'écoulement ©, à la 
traction et la limite d’écoule- 
ment T, au cisaillement pur 
découle de (9.1) (rappelons que 
dans ce cas o1 = T, 0: == Ü, 
O3 = —T, C.-à-d. Tmax = T): 


Os — 2te. (9.2) 


Les conditions (9.1) définis- 
sent un prisme hexagonal régu- 
lier dont l'axe oi — 6, — 6, est 

Fig. 14 perpendiculaire au plan du dé- 

viateur. (Il est facile de voir, 

par exemple, que l'équation ©, — 603 — +0, représente un couple 

de plans parallèles au plan qui renferme l'axe des 0, et la ligne 

61 — 6 = 04.) La projection du prisme sur le plan du déviateur 

est un hexagone régulier (fig. 14). Il est géométriquement évident 

qu'il est impossible de satisfaire à la fois aux trois signes d’éga- 
lité dans (9.1). 

Les plans mentionnés découpent sur les axes 0,, 6., 6, les 
segments de longueur o: Il est facile de voir que le rayon 


s 


D 
du cercle circonscrit à l'hexagone est égal à V +. puisque 


2 
cos (03, 3°) — 7: 


Notons encore le fait que la contrainte tangentielle maximale 
est égale à la demi-différence des contraintes principales maximale 
et minimale et que la contrainte principale intermédiaire n'a pas 
d'effet sur l'état d'écoulement. 

La condition de Tresca — Saint-Venant caractérise en gros de 
manière satisfaisante l’état d'écoulement du matériau et s'accorde 
avec les observations sur les lignes de Lüders. Des recherches expéri- 
mentales plus minutieuses font apparaître des écarts systématiques 
insignifiants du comportement des métaux malléables dans l'état 
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d'écoulement de la condition de Tresca — Saint-Venant. En parti- 
culier les données expérimentales témoignent du fait que la 
contrainte principale intermédiaire exerce une certaine influence 
sur l'état d'écoulement. 


10. CONDITIONS DE CONSTANCE POUR L'INTENSITÉ 
DES CONTRAINTES TANGENTIELLES 
(PRINCIPE DE VON MISES) 


Les conditions d'écoulement de Tresca — Saint-Venant, expri- 
mées par des inégalités, sont applicables avec certaines difficultés 
mathématiques aux problèmes tridimensionnels. Ceci a suggéré à von 
Mises (!) l’idée de remplacer le prisme hexagonal par le cylindre 
circulaire circonscrit : 


(O1 — O2)? + (02 — O3)? + (03 — 01)? = 205. (10.1) 


L'intersection de ce cylindre par le plan du déviateur est un cercle 
circonscrit à un hexagone (fig. 14). 
Le principe de von Mises peut être écrit sous la forme: 


T= : 
DE (10.2) 
Dans le cas du cisaillement pur 7 = vet on tire de la relation (10.2): 
Lo 
s— = —0,57704. : 
T V3 5710 (10.3) 


Von Mises considérait que la condition de Sait-Venant était 
exacte et que l'équation (10.1) était approchée. Néanmoins, il 
a été démontré par de nombreuses expériences que le principe 
de von Mises satisfait un peu mieux à l’état d'écoulement des maté- 
riaux polycristallins que la condition de constance de la contrainte 
tangentielle maximale. En particulier, la relation (10.3) s'accorde 
mieux que (9.2) avec les données expérimentales sur les métaux 
malléables. De la sorte, la condition de von Mises acquit une 
importance indépendante. Par contre, il convient de noter que, 
dans certains cas, la condition de Tresca — Saint-Venant satisfait 
mieux aux données expérimentales. Nous pouvons donc considérer 
les conditions de von Mises et de Tresca — Saint-Venant comme 
des énoncés équivalents de la condition d'écoulement. 

Notons que le premier membre de l'équation (10.1) correspond 
à l’énergie de la déformation élastique au facteur constant près. 
Ainsi, pour en arriver à l’état d'écoulement, il faut une certaine 
énergie constante de déformation élastique (réversible). 


(!) On apprit plus tard qu’une condition proche de (10.1) avait été propo- 
séc déjà en 1904 par Huber. 


46 ÉQUATIONS DE L'ÉTAT PLASTIQUE {Ch. 11 


Il a déjà été noté au paragraphe 1 que les grandeurs T'et tr ,,,+ 
étaient proches l’une de l’autre. Il en résulte que la condition d'écou- 
lement de Tresca — Saint-Venant ne diffère que très peu de celle 
de von Mises. On peut réduire davantage cette différence en prenant 
un cercle se trouvant à mi-chemin entre les cercles circonscrit et 
inscrit (fig. 14), ce qui correspond à la formule approchée T & 
& 1,08tm2x, envisagée au paragraphe 4. 


11. CONDITIONS DE L'ECROUISSAGE. SURFACE DE CHARGE 


1. Mise en charge et décharge. La déformation plastique conduit 
à l’écrouissage du métal dont la limite élastique augmente (dans le 
sens de la déformation). Lors de la traction simple (fig. 15, a), 
la limite élastique est égale à o,,, pour l’état obtenu M ; le domaine 
des valeurs de © à 6,:, peut être appelé élastique. Il ne s’agit que 
d’une déformation élastique si la contrainte varie dans les limites 


Changement 
6) neutre 


Fig. 15 


indiquées. La déformation plastique continuera si l’on poursuit la 
mise en charge au-delà du point 4. Ainsi, la contrainte 6,;,, serait 
en quelque sorte la limite élastique à un moment donné dépendant 
de la déformation plastique antérieure et permettant de distinguer 
la mise en charge (accompagnée d’une déformation plastique) et la 
décharge (qui est purement élastique). 

Il est bien plus difficile de différencier ces deux notions pour 
les états de contrainte complexes. Par exemple, des états divers 
de contrainte et de déformation peuvent répondre aux mêmes 
valeurs des intensités 7 et T. 

Il en découle la question suivante. Soit un corps se trouvant dans 
l'état plastique caractérisé au moment donné par les contraintes 
©;; auxquelles on communique des accroissements infiniment petits 
doi; (charge complémentaire). Cette charge complémentaire peut- 
elle conduire à une déformation plastique supplémentaire ? 

La complexité des phénomènes physiques se déroulant lors de la 
déformation plastique et l'insuffisance des données expérimentales 
ne permettent pas de répondre d’une manière exhaustive à cette 
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question. Toutefois, le critère recherché peut être indiqué pour un 
ensemble suffisamment grand des conditions de charge. 

2. Surface de charge. Lorsque l’on passe à l’état de contrainte 
complexe, on introduit la notion de surface de charge Z (appelée 
moins souvent surface d'écoulement). Dans l’espace des contraintes 
6:13, cette surface, à l’état donné du milieu, sépare le domaine de la 
déformation élastique de celui de la déformation plastique (fig. 15. b). 
L'origine des coordonnées © correspond aux contraintes nulles. 
La charge complémentaire do;; conduit soit à la déformation élastique 
(décharge, si le vecteur do;; est dirigé à l’intérieur de Z), soit à la 
poursuite de la déformation plastique (mise en charge, si le vecteur 
do; est dirigé à l'extérieur de Z). L’accroissement do;;, qui se 
trouve dans le plan tangent à la surface de charge (changement 
neutre (:)), ne se traduit que par une déformation élastique (condi- 
tion de continuité, paragraphe 17). 

La surface de charge n'étant pas fixée (comme dans le cas de 
la plasticité parfaite), elle se dilate d’une manière quelconque et se 
déplace au fur et à mesure du développement de l’écrouissage. En 
principe, la forme et la position de la surface de charge Z dépendent 
non seulement de l’état de contrainte à un moment donné, mais 
sont aussi héréditaires de l’évolution précédente de la déformation. 
La surface de charge est convexe (paragraphe 18). 

Nous nous bornerons ici à examiner la variante la plus simple 
de la surface de charge. Les questions relatives à l'élaboration 
des surfaces de charge plus générales, et qui tiennent compte de 
l’évolution de l’anisotropie de déformation, seront exposées au 
paragraphe 17. 

Soit Z la surface de charge d’un matériau soumis à une déformation 
plastique, qui se dilate uniformément (de manière isotrope); 
son équation pourra alors être de la forme 


fl (Do), T3 (D 9) = F (q), (1.1) 


où F est la fonction croissante d’un certain paramètre q caractérisant 
la déformation plastique précédente. La condition d'écoulement 
(8.1) résulte de (11.1) lorsque F (g) — const — X. 

3. Décharge. La déformation d’un élément qui se produit lorsqu'on 
supprime la charge est due à l'énergie potentielle élastique accumu- 
lée par cet élément ; il va de soi que l’on ne peut en juger que d'après 
les données expérimentales. 

Sur la base de ces données, nous pouvons admettre que les com- 
posantes de la déformation élastique sont indépendantes de la 


(:) Citons l'exemple de la charge neutre: une barre, soumise à une traction 
jusqu’à l'état de contrainte o,, reçoit la charge complémentaire d’une petite 
torsion. Nous aurons alors 6, £ 0, do, = 0, t = 0, dt 0 et, vraisemblable- 
ment, dT - 6,d0, + vdt = 0, cf. paragraphe 12. 
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déformation plastique (étant donné que la pente de la branche AC, 
fig. 8, est à peu près égale à celle de la zone élastique). Nous pouvons 
donc admettre que les composantes de la déformation totale &;; 
(si cette dernière est suffisamment petite) représentent la somme 


des composantes de la déformation élastique ei; et de la déformation 
plastique ef;: 
Er = Et; + ef. (11.2) 
Les composantes de la déformation élastique sont liées à celles 
de la contrainte par la loi de Hooke généralisée; les valeurs des 
constantes élastiques peuvent être considéreés invariables. Les seuls 
changements apparaissant à la décharge sont ceux qui affectent 
les composantes de la déformation élastique, c.-à-d. 


(oups côu). (11.3) 


Les composantes de la déformation totale à la décharge se définis- 
sent (!) conformément à (11.2); les composantes ef; restent alors 
invariables et sont égales aux déformations plastiques correspon- 
dantes constatées à l'instant initial de la décharge. On trouve les 
composantes ef; d’après les équations (11.3), où 0;, sont les contrain- 
tes correspondant à la fin de la décharge. 


12. CONDITIONS D'ÉCROUISSAGE ISOTROPE 


1. Variante simple de la condition d’écrouissage isotrope. L'expres- 
sion simplifiée de la condition d’écrouissage isotrope (11.1) ne con- 
tient que l’invariant quadratique du déviateur des contraintes. 
Dans ce cas, la condition (11.1) peut être écrite sous la forme: 


T = f(g). (12.1) 


La surface de charge est une surface cylindrique circulaire dont 
l'axe coïncide avec l'axe hydrostatique (cf. paragraphe 1). En 
déformation plastique, le rayon de la surface cylindrique augmente. 
On obtient différentes conditions d'écrouissage en fonction du choix 
de son paramètre q- 

Notons que, tout comme pour la condition d’écoulement, on 
peut, dans les conditions d’écrouissage, passer à une grandeur voisine 
qui est la contrainte tangentielle maximale r,,,, [l'influence de 
1 (D,) est alors ressentie]. 

2. Hypothèse d’une « courbe unique ». Si, en qualité de mesure 
d'écrouissage, on prend la valeur atteinte par l'intensité de défor- 


(:) On écrira la relation (11.2) en accroissements, cf. (13.2), si les déforma- 
tions ne sont pas petites. 
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mation du cisaillement FT, on obtiendra la relation de la forme: 
T=gT)Fr, (12.2) 


où g(T) est une fonction positive quelconque caractéristique du 
matériau donné. Si la courbe (12.2) est construite dans le système 
des coordonnées T, |’, on obtien- 
dra toujours la même courbe 
(«unique») pour divers états 
de contrainte. Son allure ne 
dépendant pas de l'état de con- 
trainte, on peut définir g (T}, 
par exemple, à partir d’un essai 
de traction simple ou de cisaille- 
ment pur (cf. paragraphe 6). 


En principe, l'équation (12.2) 
peut être considérée comme étant une 
condition LE englobant les dif- 
férentes phases de la déformation. 
Ainsi, supposant que 


Ts 
eU=—, 


g(T) 
nous obtiendrons la condition d’écou- 
lement de von Mises: T = —,; posant 


on en vient au cas du milieu élasti- 
que de Hooke, et alors T = GT. 


La fonction g (l) est parfois 
appelée module de plasticité (cf. Fig. 16 
paragraphe 6); pour les maté- 


e 


riaux usuels T À? 0, le signe d’égalité ayant lieu seulement dans 


l'état d'écoulement. En écrouissage, la concavité de la courbe de 
déformation est dirigée vers le bas (fig. 16). En conséquence, le 
coefficient angulaire de la tangente est plus petit que celui de 
la sécante, c.-à-d. 


dT T 
= (MNr<O. 


Ainsi, g’ (T)<<0 et g(T) est la fonction décroissante de F, 
avec 0 < g (T)< G; il existe une fonction inverse: 
T=g(N)T, (12.3) 
il est alors facile de constater que 
_ 1 — _ 
827, & (0)>0, g(T)e(T)=1. 


4—0653 
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La condition d’écrouissage (12.2) est vérifiée avec une précision 
pratiquement suffisante pour la mise en charge simple d'un matériau 
isotrope. 

Il convient de souligner aussi que la relation (12.2) est souvent 
appliquée lorsqu'il y a un pivotement des axes de contrainte prin- 
cipaux et une distorsion de l’homothétie de l’état de contrainte. 
La cause en réside dans le fait que les expériences confirment égale- 
ment la condition d’écrouissage (12.2) pour des mises en charge un 
peu plus complexes que les mises en charge simples. 

L’écrouissage se développe et l'intensité T des contraintes tan- 
gentielles augmente avec l’accroissement de l'intensité des défor- 
mations de cisaillement l'. Par conséquent, pour la mise en charge 
dT >> 0, pour la décharge dT < 0, des changements neutres se pro- 
duisant pour dT = 0. 

3. Condition énergétique de l’écrouissage. La mesure d’écrouis- 
sage q peut ètre exprimée par le travail de la déformation plastique: 


Ap= | où de. (12.4) 

La condition d’écrouissage (12.1) prendra alors la forme: 
T = f (A»). (12.5) 
La fonction f peut être déterminée, par exemple, d’après la 


courbe de traction ; alors T= et le travail 4, est la fonction 
de l’allongement relatif €,. La condition d'écrouissage (12.5) peut 
être écrite aussi sous la forme: 


Àp = O (T), 


où O (T) est la fonction caractéristique du matériau donné, indé- 
pendante de la nature de l’état de contrainte. 

Le travail de la déformation plastique étant positif, il vient 
® (T) > 0. Pour une déformation plastique qui se développe, le 
travail À, augmente et la surface de charge devient plus importante, 
c.-à-d. que l'intensité 7 s'accroît. Par conséquent, ©’ (7) > 0. 
Pour la mise en charge on a dA, — D'(T)dT > 0 et 


dT > 0. (12.6) 


Le corps se décharge selon une loi élastique lorsque dT < C. 
L'accroissement du travail de la déformation plastique se réduit 
à zéro dans le cas dT — 0. Les changements neutres dT = 0 
mènent à la déformation élastique. 

La condition énergétique de l’écrouissage est plus générale que 
la condition précédente (12.2) et est confirmée par les essais 
portant sur une classe un peu plus vaste de charges. Toutefois il ne 
faut pas oublier que la condition (12.5) ne tient pas compte de 
l’anisotropie de déformation et qu'elle ne peut être appliquée que 
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pour des voies de charge relativement simples (sans brusques zigzags 
et en l'absence de changements notables dans la direction de la 
trajectoire de la charge). Il faut aussi retenir que les déplacements 
notables sur la surface de charge sont accompagnés des déformations 
plastiques. 

4. Condition d'Odqvist. On peut considérer comme unité d’écrouis- 
sage q le paramètre 


q= [ d,= Î V 2 de”, de”, (12.7) 


caractérisant la « longueur de la voie» que suit la déformation plasti- 
que. 


13. THÉORIE DE L'ÉCOULEMENT PLASTIQUE 


1. Relations générales. La déformation plastique est un processus 
irréversible, la plus grande partie du travail de déformation se 
transforme en chaleur. Les contraintes à l’état final d'un système 
dépendent du trajet de la déformation. Par conséquent, les équations 
décrivant la déformation plastique, en principe, ne peuvent pas 
être considérées comme des relations finies liant les composantes 
de la contrainte à celles de la déformation (de façon analogue aux 
relations de la loi de Hooke), mais elles doivent être des relations 
différentielles (et d’ailleurs non intégrables). 

Les équations de la théorie de l'écoulement plastique établissent 
une liaison entre les accroissements infiniment petits des déforma- 
tions et des contraintes, les contraintes elles-mêmes et certains para- 
mètres de l’état plastique. 

Examinons les données de base de cette théorie: 

1) Le corps est isotrope. 

2) Le. changement relatif de volume est petit et représente une 
déformation élastique proportionnelle à la pression moyenne: 


e — 3ko, 


ou (13.1) 
de — 3kdo. 


3) Les accroissements totaux des composantes Îe;, de la déformation 


sont représentés par la somme des accroissements des composantes dei; 
de la déformation élastique et de celles de la déformation plastique 
def, 


dei; = dei; + def. (13.2) 


Les accroissements des composantes de la déformation élastique 
sont liés à ceux des composantes de la contrainte par la loi de Hooke 


$ 1 
de + CT 6 0). (13.3) 
4 
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4) Le déviateur des contraintes D, et le déviateur des accroissements 
de la déformation plastique D% sont proportionnels, c.-à-d 


Düe = de Do, 43.4) 


où dk est un fact r scalaire quelconque infiniment petit. Ce principe 
généralise les résultats des expériences sur la mise en charge com- 
plexe au cours desquelles variaient les directions des axes principaux 
et les relations des contraintes principales. Conformément à ces 
résultats, les accroissements des composantes de la déformation 
plastique (« vitesses de la déformation plastique ») sont proportion- 
nels aux contraintes à l’instant donné. Autrement dit, l'état de 
contrainte définit les accroissements instantanés des composantes 
de la déformation plastique. 
On obtient de (13.4) les relations (puisque de? = 0): 


def; = dhesiy. (13.5) 
Procédant au calcul de l'accroissement du travail de la déformation 
plastique, on trouve: 


dA,= 01 de = dheoisiy= 2h T2 (13.6) 


Ainsi, le facteur dÀ est lié à la valeur de l’accroissement Ju travail 
de la déformation plastique; comme dA, 0, on a également 
dà > 0. Conformément à la relation (13.2), on obtient les accroisse- 
ments totaux des composantes de la déformation : 


de = de; + dhesip, (137 


où les accroissements des composantes de la déformation élastique 
seront pris d’après la loi de Hooke (13.3). 

Par la suite, il est facile de trouver que l’accroissement du travail 
de la déformation est égal à 


dA = dA, + dA, (13.8) 


où dA, est donné par la formule (13.6), tandis que J’accroissement 
du travail de la déformation élastique est égal à dA, — dl, où le 
potentiel élastique se présente comme suit: - 


3 1 
IT= Short D T2 (13.9) 


Si dA = 0 les équations (13.7) correspondent alors à Ja loi de 
Hooke écrite sous une forme différentielle. Dans le cas général, 
les équations (13.7) sont incomplètes puisqu'elles contiennent un 
facteur inconnu et pour la définition de ce facteur il faut disposer 
d’une relation complémentaire. 

2. Etat d'écoulement, équations de Prandti—Reuss. Prenons en 
qualité de relation complémentaire la condition d'écoulement de 
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von Mises : 


Alors 
=, (13.10) 


c.-à-d. que le facteur dA est proportionnel à l'accroissement du 
travail de la déformation plastique; cet accroissement étant défini 
par la formule o;jde?,, il n'y a pas de rapport univoque entre les 
accroissements des composanues de la déformation et les composantes 
de la contrainte et leurs accroissements dans l’état d'écoulement 
considéré (!). 

Si la condition de von Mises est vérifiée, alors dT = 0 et il 
y a déformation plastique. Par contre si dT << 0, le milieu sort 
de l’état d'écoulement et la décharge se produit selon la loi de Hooke. 

Les équations (13.7) pour la condition d'écoulement de von Mises 
ont été proposées par Reuss [*] en 1930; pour le problème plan, 
ces équations ont été élaborées par Prandtl en 1924. 

3. Théorie de la plasticité de Saint-Venant — von Mises. Si, 
dans les équations de Prandtl — Reuss, on néglige les composantes 
de la déformation élastique (ce qui est admissible pour une défor- 
mation plastique avancée), on obtiendra les équations de la théorie 
de lo plasticité de Saint-Venant — von Mises: 


dei = dhesig, 
écrites d'habitude après division par dt sous la forme: 


By = sis, (13.11) 
où le facteur 


1 1 
1 HE à 2 OijËt5 = TE Sub 


est proportionnel à la puissance de la déformation plastique, c.-à-d. 
qu’il caractérise la dissipation. Eliminant dans la dernière relation 
les composantes de la contrainte à l’aide de (13.11), on trouve aisé- 
ment : 
H 
U + 
À —  * 


Par conséquent, les équations (13.11) peuvent être représentées 
encore comme suit : 


Hinou, (13.12) 


(1) Cette propriété peut être considérée comme la définition d'un corps 
peau parfait; dans ce cas la condition d'écoulement en sera la conséquence, 
cf. [a]. 
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Les équations (13.11) pour le cas de la déformation plane sous 
la condition d’écoulement r,,,, — const ont été déduites par Saint- 
Venant [17] en 1871. Dans le cas général, ces équations ont été 
établies par M. Levy [17] et R. von Mises [177]. 

Il est évident que les vitesses de déformation Ë;; ne sont pas 
définies de façon univoque dans le cas des contraintes. Par contre, 
s’il s’agit des vitesses de déformation E;;, les composantes du dévia- 
teur des contraintes s;; le seront. Il est facile de se convaincre que 
les composantes s;, définies par les formules (13.12) satisfont identique- 
ment à la condition d'écoulement de von Mises. Notons aussi que dans 
l’état d'écoulement (c.-à-d. si la condition d'écoulement de von 
Mises est vérifiée) l’indétermination des composantes de la vitesse 
de déformation, liée à celle du facteur À”, est nécessaire pour pouvoir 
réaliser les conditions de compatibilité de la déformation. 

Les équations de Saint-Venant — von Mises sont d'un usage 
très courant dans la théorie mathématique de la plasticité et dans 
ses diverses applications. 

4. Etat d’écrouissage. Prenons en qualité de relation complé- 
mentaire la condition de l’écrouissage isotrope (12.5) suivant laquelle 


dAn = ®’(T) àT. 


Introduisant cette expression dans (13.6) et désignant 


®”( 
au = F(T), 
on obtient: 
di = F(T) ar. (13.13) 
Ainsi, 
dei; = def; + F(T) dT sig. (13.14) 
Ces relations sont valables pour 
dT > 0. 


Si dT = 0, on a des variations neutres de l'état de contrainte 
et les accroissements des composantes de la déformation doivent 
être liés par la loi de Hooke aux accroissements des composantes 
de la contrainte puisque les variations neutres se déroulent de façon 
élastique (cf. paragraphe 12). Les équations (13.14) sont en accord. 
avec ces conclusions. 

Une décharge se produit pour dT << 0, ce qui est conforme à la 
loi de Hooke (13.3). 

Notons que‘dans le cas de l'écrouissage les relations obtenues définis- 
sent le rapport univoque entre les accroissements des composantes de la 
déformation et les contraintes et leurs accroissements. 

Dans l’état d’écrouissage, il n’existe pas de condition pouvant 
lier les composantes de la contrainte (comme dans le cas de la plasti- 
cité parfaite), et le facteur dA est bien déterminé. 
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Ensuite, lors de la transition de la mise en charge aux variations 
neutres et à la décharge, les accroissements des composantes de la 
déformation varient de façon continue, ce qui ne se produit pas 
pour les équations de la théorie des déformations plastiques (cf. para- 
graphe 14). 

5. Considérations finales. Les équations de Prandtl — Reuss (13.7) 
dans le cas de la plasticité parfaite et les équations (13.14) dans le 
cas de l’écrouissage relient les composantes de 
la contrainte avec les accroissements infiniment Q 
petits des composantes de la contrainte et de la 
déformation, ce qui revient à dire qu’elles ne 
sont pas des relations finies (à la différence des 
équations de la théorie des déformations plastiques, D 
paragraphe 14). Les relations (13.7) et (13.14), 

à proprement parler, ne sont pas intégrables, au- nl 
trement dit, elles ne se réduisent pas aux relations 

finies entre les composantes de la contrainte et cel- 

les de la déformation. Cette propriété mathématique 0 

reflète la dépendance des résultats de l’histoire de . 

la déformation. Si, par exemple, dans l’espace des Fig. 17 
contraintes nous passons d’un certain point ini- 

tial O (fig. 17), caractérisé par des contraintes nulles, au point 
O, (aux contraintes of) par les deux voies Z et ZI, les com- 
posantes de la déformation en O,, d’après les équations de la 
théorie d'écoulement plastique, seront différentes. 

Les équations (13.7) et (13.14) ne comprennent pas le paramètre 
temps; cependant, on peut en principe passer des accroissements 
de; aux vitesses de déformation E;; après avoir divisé ces équa- 
tions par dt. Les équations évoqueront alors apparemment les 
équations de l'écoulement du fluide visqueux. Cette analogie 
justifie dans une certaine mesure l'appellation de la théorie 
d'écoulement plastique. Il convient de souligner qu’on entend ici par 
variable t le temps ou le paramètre de la charge, croissant de façon 
monotone, ou bien enfin une autre grandeur quelconque croissant 
de la même façon (par exemple, la dimension caractéristique de la 
zone plastique). Le passage aux « vitesses de déformation » est 
parfois commode, car il permet d'utiliser la terminologie concrète 
de l’hydrodynamique. Quant aux équations de la théorie d’écoule- 
ment plastique, elles diffèrent essentiellement des équations de 
l'écoulement visqueux. Contrairement à ces dernières, on peut 
toujours, dans les équations de l'écoulement plastique, négliger 
dt et en revenir aux formules (13.7), (13.14) où le paramètre de 
temps est absent. 

Par la suite, pour être plus bref, on parlera de la fhéorie d'écoule- 
ment (au lieu de la théorie d'écoulement plastique). Evidemment, 
cette expression n’est pas très heureuse, mais elle a le mérite d'être 
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concise, et d’ailleurs elle est d’un usage courant en Union Soviétique 
et dans d’autres pays (flow theory). 

Dans le cas de l'écrouissage, les déformations peuvent être 
calculées si l’on connaît les voies de charge, c.-à-d. si l’on pose 
Oi3 = Oig(t), où t est un paramètre quelconque (par exemple, le 
temps); on peut aussi en principe trouver les contraintes si l’on 
connaît la voie de déformation, c.-à-d. e;; = &;y (t). 

Les équations de la théorie de la plasticité de Saint-Venant — 
von Mises ont une structure beaucoup plus simple et représentent 
les relations finies entre les composantes de la contrainte et celles 
de la vitesse de déformation. Il convient de souligner que, dans ces 
équations également, le paramètre temps n'est pas obligatoire et 
peut être éliminé (division par dt) ou remplacé par un paramètre 
quelconque convenable à variation monotone. 
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1. Généralités. Envisageons la traction lente d’une barre 
(fig. 18,a). La mise en charge se produit le long du tronçon de la 
courbe O0AB et à la décharge correspond la ligne BC. L'aire OA BC 
représente le travail perdu de la déformation. Comme le montrent 


Fig. 18 


les résultats des études expérimentales, la plus grande partie de ce 
travail se transforme en chaleur mais, en l'absence d'échange ther- 
mique, elle provoque un faible échauffement de l'éprouvette (pour. 
une déformation €, — 4 %, cet échauffement sera d'environ 2 °C). 
C'est pourquoi, pour l’accroissement monotone de la charge exté- 
rieure, il est indifférent de savoir où se perd le travail de la défor- 
mation: qu'il se dissipe en chaleur ou qu'il s’accumule sous forme 
d'énergie potentielle élastique de la barre, car l’allure de la courbe 
OAB restera inchangée. Par contre, dans le cas de la décharge où 
la déformation d’un milieu est due à l'énergie élastique accumulée 
dans ce milieu, la dissipation de l'énergie qui se produit acquiert 
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une importance primordiale, et plus cette dissipation est grande, 
plus la ligne de retour BC déviera de la ligne de charge OAB. Ainsi, 
l'équation 0, = f(e,) décrivant la courbe de charge OUAB peut 
représenter aussi bien la déformation plastique que la déformation 
élastique non linéaire d’une barre. Partant de cette remarque, on 
peut tenter de construire les équations de la déformation plastique 
sous forme de relations finies entre les contraintes et les déformations. 
Les équations de ce genre seraient sensiblement plus simples que 
les équations décrivant la théorie d'écoulement plastique. Suivant 
cette idée, nous envisagerons les équations de la déformation plasti- 
que comme une certaine généralisation de la loi de Hooke. Adoptons 
les conditions initiales suivantes: 

1) Le corps est isotrope. 

2) La variation relative du volume s'exerce dans le cadre de la déjor- 
mation élastique proportionnelle à la pression moyenne: 


e — 3ko. (14.1) 


Cette hypothèse, comme nous l'avons déjà noté, est bien confirmée 
par des études expérimentales. 
3) Les déviateurs des déformations et des contraintes sont propor- 


tionnels: 
De = Do. (14.2) 


Ainsi, les éléments du déviateur des déformations sont égaux 
aux éléments correspondants du déviateur des contraintes multi- 
pliés par le scalaire +, ce dernier étant une certaine fonction, non 
encore déterminée, des invariants des tenseurs des contraintes et 
des déformations. Il est évident que les déviateurs des déformations 
et des contraintes sont coaxiaux (c.-à-d. qu'ils ont les mêmes directions 
principales), et que leurs valeurs principales sont respectivement 
proportionnelles, à savoir: 


e = ÿs (i = 1,2, 3). (14.3) 


I] en résulte immédiatement que les glissements principaux 
sout proportionnels aux contraintes tangentielles principales ou, 
autrement dit, que les diagrammes de Mohr pour les états de con- 
trainte et de déformation sont homothétiques, c.-à-d. 


He = Ho- 
Supposons que 1 = const — œ° nous en venons à la loi de 


Hooke (5.2). Ainsi, l'équation (14.2) représente une généralisation 
simple et naturelle de cette loi. 


: 1 : 
Posant ensuite que 1 = 3% + 9, nous présenterons les compo- 
santes de la déformation sous la forme d’une somme des composantes 
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des déformations élastique ef; et plastique: 


Et = ef = PSij. (14.4) 


La troisième condition doit être interprétée comme une certaine 
idéalisation des résultats des études expérimentales. 
Ecrivons l'équation (14.2) en composantes : 


eiÿ = Pi. (14.5) 


Eliminant la dilatation cubique de la relation obtenue à l’aide 
de (14.1), il est aisé de trouver les relations de Hencky [5]: 


Eu = kOÛi 5 + Ÿsis. (14.6) 


Il n'est pas difficile non plus de résoudre la relation (14.5) par 
rapport aux contraintes: 


= out eu. (14.7) 


Calculant à l’aide de (14.5) l'intensité des déformations de glisse- 
ment. on obtient la relation importante: 


= 2T. (14.8) 


Calculons maintenant à l’aide de (14.6) l’accroissement du travail 
de déformation : 


dA = Orjdeis =d (U + T2?) + T? dŸ, (14.9) 
où U est l'énergie élastique de la compression volumique! 
3 € 
=rhoi= (14.10) 
Eliminant la fonction 4 dans (14.9), on trouve: 
dA — ode + Tdr. 14.11) 


Le premier terme est ici l'accroissement de l'énergie élastique de la 
compression volumique, le second est l'accroissement du travail de 
déformation de la géométrie du corps. 

Les équations obtenues ne sont pas complètes, car elles contien- 
nent une fonction 1 inconnue dont la définition nécessite une rela- 
tion complémentaire de la forme 


p=v(T, TT, mo). (14.12) . 


Les invariants ©, & ne figurent pas dans cette relation puisque 
l’on peut négliger l'influence de la pression moyenne sur le processus 
du changement de forme ; notons que, en principe, la relation (14.12) 
peut contenir aussi des variables plus complexes, par exemple le 
travail de la déformation plastique À,. 
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2. Etat d'élasticité linéaire (loi de Hooke). Soit 


Ÿ= const = 
Dans ce cas on arrive à la loi de Hooke 
ey= 3 (ou sôu). (14.13) 


Après avoir résolu ces relations par rapport aux composantes de la 
contrainte, on obtient une autre forme de cette loi: 
Oij = Aeô:, + 2Ueij, (14.14) 


où À et  — G sont les constantes élastiques de Lamé. 
L'intensité des contraintes tangentielles est ici proportionnelle 
à l'intensité des déformations de glissement : 


= Gr. (14.15) 


L'accroissement du travail de déformation est la différentielle 
totale du potentiel élastique: 


e G 

= (ei) = ++ 

Comparant la formule pour dIl à la formule (14.9), nous en 
venons à la conclusion qu’il existe les relations 


2, (14.16) 


ô 
OU Ge (14.17) 
exprimant en somme la loi de Hooke sous sa forme (14.14). 
3. Etat d'écoulement. Prenons en qualité de relation complé- 


mentaire la condition d'écoulement de von Mises: 


T = Tg 
Conformément à (14.8), nous aurons dans ce cas: 
r 
= (14.18) 


ce qui revient à dire que dans l’état d'écoulement la fonction 
exprime l'intensité des glissements. Ici, également, il exists un 
potentiel du travail de déformation: 


I=+ur, (14.19) 
qui est égal à la somme de l'énergie de la compression volumique 
élastique et du travail de changement de forme x. 


Bien que la valeur 1 = _. puisse être introduite dans la rela- 


tion de Hencky (14.6), ee ve nous permettra quand même pas 
de déterminer de façon univoque les composantes de la déformation 
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au. moyen des composantes de la contrainte, ce qui est tout à fait 
naturel si l’on se souvient qu'il n’y a pas de liaison biunivoque 
entre la contrainte et la déformation sur le palier d'écoulement 
(fig. 9). 

Plus loin, on trouve de (14.7): 


Guy= dy ses. (14.20) 


Notons que les contraintes exprimées par ces formules sont des 
fonctions univoques des composantes de la déformation et qu’elles satis- 
font identiquement à la condition d'écoulement de von Mises. 

Dans le cas d’un milieu incompressible (4 — 0), les contraintes 
sont définies par les déformations à une pression hydrostatique 
près : 

2ts 
Oiy — OÙij = ee Eije (14.21) 

Les formules (14.17), valables aussi pour l'état d'écoulement, 
conduisent ici aux relations (14.20). 

4. Etat d’écrouissage. Prenons la condition d'écrouissage (12.2) 
en qualité de relation complémentaire : 


T=g(T)T. 
En vertu de (14.8) on obtient: 
p= + (7). (44.22) 
Conformément à (14.6) on a: 
eiy= koGy+ +8 (T) Si (14.23) 


d'où il est facile de trouver les relations inverses : 
oy= 27 di 28 (T) es (14.24) 


Si DE 0, les relations obtenues définissent une dépendance 


biunivoque entre les composantes de la contrainte et celles de la défor- 
mation. 

Grâce à (14.22), l'accroissement du travail de déformation (14.9) 
dans l’état d’'écrouissage est la différentielle totale d’une certaine 
fonction Il = II (£&;;) qui représente le potentiel du travail de 
déformation. Il est aisé de voir que 


D + [ g(T)rdr. (14.25) 


Le deuxième terme caractérise le travail de changement de forme 
d’un élément de corps. 
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Les formules (14.17) sont évidemment applicables aussi à l’état 
d’écrouissage considéré. 
Notons que si pour g (l) — G nous obtenons le milieu élastique 


de Hooke, on arrive à l’état d'écoulement pour g (T) — +. 


Dans lo paragraphe 12, il était question aussi d’une autre condition d’écrouis- 
sage (12.5). {l n'est pas difficile de s’apercevoir que nous en serions venus au 
même résultat en utilisant dans notre schéma la deuxième condition d'écrouis- 
sage. En effet, le travail de la déformation plastique est égal à 


di 
4p= | Ta Ti 


En vertu de (12.3), T est une fonction univoque de l'intensité T ; par consé- 
quent, 4, ne dépend que de l'intensité des contraintes tangentielles, co qui s'ac- 
corde avec la condition (12.5). 


5. Avantages et inconvénients des équations obtenues. Les équa- 
tions de la théorie des déformations plastiques obtenues plus haut 
ont été formulées en 1924 par Hencky ['5] pour l’état d'écoulement ; 
un peu plus tard ces équations furent généralisées pour le cas de 
l’écrouissage. 

Bien que les équations de cette théorie soient non linéaires, elles 
ont trouvé néanmoins, grâce à leur simplicité relative, un usage très 
varié, ceci en dépit de certains défauts de principe. 

Les équations de la théorie des déformations plastiques décrivent 
pleinement la déformation plastique dans le cas de la simple mise 
en charge (cf. paragraphe 12), où les composantes du déviateur des 
contraintes croissent proportionnellement à un seul paramètre. 
Ces équations sont également vraies pour les cas présentant une 
certaine déviation par rapport à la mise en charge simple. 

Dans l'état d'écrouissage, lorsque l’on envisage les mises en 
charge complexes, il peut y avoir des déformations pour lesquelles 
la”valeur de 7 (ou de F) reste la même, tandis que les composantes 
du tenseur des contraintes (ou des déformations) varient. Il convient 
de considérer l’écrouissage comme étant unique « pour toutes les 
directions » d’après le schéma de la courbe unique (12.2) dans la 
mesure où, pour d7 = O, toutes les déformations sont censées être 
élastiques. 

A ce propos, diverses critiques pourraient être formulées à l'égard 
de la théorie des déformations plastiques. 

Envisageons, par exemple, deux voies de mise en charge jusqu'à 
un certain état T6’ caractérisé par la valeur de l'intensité T,. Une 
de ces voies consiste dans la mise en charge jusqu’à l’état T£ avec 
la même intensité T, suivie du passage à T@ avec une intensité cons- 
tante T,. A la fin de cette voie nous obtiendrons alors les déforma- 
tions plastiques correspondant à 7. L'autre voie, qui tout d’abord 
suit la première, dévie un peu avant d’en arriver à l’état T4 pour 
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se diriger vers l’état T5 avec une intensité 7 toujours croissante 
et s'approchant de 7,. Cette voie pouvant être autant que possible 
proche de la première, il est naturel de s'attendre à ce que les défor- 
mations plastiques elles aussi soient les mêmes dans l’état T@. 
Cependant, la mise en charge étant ininterrompue, d’après les équa- 
tions de la théorie des déformations on obtiendra des valeurs diffé- 
rentes de la déformation plastique, correspondant à T&. 

La question se pose de savoir ce que représentent au juste les 
équations de la théorie des déformations plastiques. 

Nous montrerons plus bas que les équations considérées sont les 
équations du corps à élasticité non linéaire. Il est naturel que l’applica- 
tion de ces équations pour la description des déformations plastiques 
dans les cas des voies de mise en charge complexes en zigzag peut 
aboutir à des résultats peu satisfaisants. 

On peut considérer que les équations de la théorie des déforma- 
tions plastiques sont valables pour les déformations plastiques évo- 
luant dans une direction déterminée. Nous reviendrons à ce problème 
un peu plus tard, dans le paragraphe 15. 

Pour des raisons de brièveté, nous utiliserons généralement par 
la suite le terme de théorie de déformation (deformation theory). 


Démontrons maintenant que les équations de la théorie de déformation 
ne sont rien autre que des équations d'un corps à élasticité non linéaire. 

Adressons-nous à l'exemple d’une barre sollicitée par un effort de traction 
lentement variable (fig. 18). Supposons qu’à la valeur fixée de la contrainte o, 
correspond une certaine déformation €, invariable dans le temps ct, inverse- 
ment, à la valeur fixée de e, correspond la contrainte 0, invariable dans le 
temps. Chacun de ces états de la barre sera un état d'équilibre. Le processus 
de déformation qui se compose d’une suite d'états d'équilibre s'appelle défor- 
mation stabilisée. 

Représentons-nous le lent retour en arrière (décharge) qui se produit 
le long de la même courbe BAO (fig. 18, a) en passant tous les états déjà obtenus 
lors de la mise en charge exercée suivant OAB. La déformation est appelée 
réversible si, en retournant au point initial O, on n'arrive à trouver aucun chan- 
Re Cela pourra être obtenu avec un corps élastique parfait, par exemple 
e milieu élastique de Hooke (fig. 18, b). On parlera d'un corps à élasticité non 
linéaire dans le cas où les contraintes ne sont pas proportionnelles aux défor- 
mations. 

La déformation élasto-plastique OABC (fig. 18, a) peut servir d'exemple 
de phénomène irréversible; à toute diminution de la contrainte, même infini- 
ment petite, la déformation, au retour, ne suivra pas la courbe BAO mais pren- 
dra la voice de la ligne de décharge BC. Soulignons que, dans notre cas, les 
FER AONS tant réversibles que non réversibles sont des déformations stabi- 
isées. 

En déformation élastique isothermique, il existe une correspondance uni- 
voque entre la contrainte et la déformation: 01 = f(e). 

Envisageons maintenant le phénomène de la déformation irréversible stabi- 
lisée où la contrainte n'est plus la fonction des seules valeurs instantanées de 
la déformation. En outre, le phénomène de la déformation dépendra aussi de 
la direction du mouvement suivant la courbe de la déformation, c.-à-d. de la 
nature du phénomène qui se produit: mise en charge ou décharge. 

Nous examinons le phénomène de la déformation irréversible 
stabilisée, par conséquent, la relation cherchée ne renfermera pas le temps (et 
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en conséquence la vitesse de déformation); il suffira d'indiquer le comporte- 
ment du matériau lors de la mise en charge et de la décharge. 

Ainsi, le phénomène de la traction irréversible stabilisée d'une barre peut 
être décrit par une équation d'état d'un corps parfait quelconque à élasticité non 
linéaire pour chaque intervalle de mise en charge ou de décharge. 

Les hypothèses thermodynamiques développées plus haut se rapportent 
aussi à la déformation des corps dans l’état de contrainte complexe: ici, de 
même, on peut proposer d'exprimer la déformation plastique stabilisée par les 

uations d'état des corps à élasticité non linéaire. Ceci impose la nécessité 
d'établir les formes possibles que pourraient prendre les équations d'état des 
corps à élasticité non linéaire. Il faut caractériser les propriétés du milieu 
considéré pour procéder à l'analyse thermodynamique correspondante. 

Nous admettrons que l'état du corps peut être complètement défini par 
six paramètres indépendants de l’état (coordonnées généralisées de l’état) 

ouvant être représentés par les composantes de la déformation e;;, soit par 
É composantes de la contrainte 6,,. 

Nous nous arrêterons sur l’ensemble des paramètres &;; (1) en conservant 
les conditions initiales 1, 2, 3 (paragraphe 14.1) d'où découlent les relations 
(14.6) à (14.9). 

Par la suite, néanmoins, au lieu de nous baser sur les données expérimenta- 
les des conditions d'écoulement et d'écrouissage, nous utiliserons les conditions 
de la réversibilité de la déformation que subit le milieu élastique parfait envi- 
sagé; ces conditions seront établies par l’analyse thermodynamique. 

Envisageons le parallélépipède élémentaire imaginaire dridrodr, dégagé 
du milieu. Ses faces seront sollicitées par les contraintes a,j. L'accroissement 
de l'énergie interne de l'élément d£dridrsdrs comprend f'accroissement du 
travail de la déformation dAdr;dr,dr, et l'accroissement de la quantité de 
chaleur dQdx;dr,drs absorbée par élément considéré, c.-à-d. 


dé = dA + dQ, 


où dA est obtenu de (14.9) et les composantes de la contrainte dépendent généra- 
lement des paramètres d'état e,;. 

Conformément au premier principe de la thermodynamique, l'énergie 
interne # est entièrement définie par l'état instantané du système (?), d'£ sera 
par conséquent une différentielle totale. 

L'existence d'une énergie interne € — @ (e;;), qui découle du principe 
de la conservation de l'énergie, a lieu pour tout phénomène, Le deuxième prin- 
cipe de la thermodynamique permet de distinguer les phénomènes réversibles 


pour lesquels la relation Re , où 6 est la température absolue, représente la 
différentielle totale de la fonction d’état ou entropie J': 


dQ 
47. 


Etant donné que 6 = const pour les phénomènes isothermiques, dQ est 
donc une différentielle totale. Mais alors dA sera aussi une différentielle totale. 
De la formule de dA déjà obtenue (14.9), il découle maintenant que pour les 


() Par souci de simplicité, le phénomène envisagé est supposé être un 
phénomène isothermique; cette ‘estriction étant négligeable, il est donc pos- 
sible s pire une analyse thermodynamique analogue lorsque la température 
varie : 

(2) C'est-à-dire qu’elle ne dépend pas du chemin parcouru par un corps 
passant d’un état à l’autre; sinon il serait possible de réaliser un « perpetuum 
mobile » de premier ordre équivalent à une énergie apparaissant du néant. 
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corps à élasticité non linéaire ne sont possibles que les états suivants: 
1) p=const, 2) T =const, 3) p=ri (7), 


où / (T) est une fonction quelconque. 

Ces états coïncident respectivement avec l’état d’élasticité linéaire (loi de 
Hooke), l'état d'écoulement et l'état d'écrouissage, examinés plus haut 
sur la base de données expérimentales. L'analyse thermodynamique non seule- 
ment nous dispense de ces hypothèses complémentaires en nous menant aux 
conditions d'écoulement et d'’écrouissage, mais, ce qui est plus important, 
nous éclaircit la nature des équations de la théorie des déformations plastiques 
et des possibilités dAppHeen des équations du corps à élasticité non linéai- 
re(!) dans la théorie do la plasticité. Enfin, la conception développée rend com- 
préhensible l'existence d'un potentiel des déformations. 


15. RELATION ENTRE LA THÉORIE DE L'ÉCOULEMENT 
ET LA THÉORIE DES DÉFORMATIONS 


1. La simple mise en charge. Dans le cas de la simple mise en 
charge (paragraphe 7), les composantes du déviateur des contraintes 
varient proportionnellement au paramètre croissant £, c.-à-d. 


si=tst (i=1,2,3), 


où s? sont certaines valeurs principales fixées du déviateur D. 
Les théories de la plasticité envisagées plus haut coïncident alors 
dans les conditions de petite déformation (2) [°]. 

En effet, les axes principaux du déviateur des contraintes étant 
immobiles et les rapports de ses valeurs principales invariables 
(4, = const), on a alors conformément aux équations de la théorie 
de l'écoulement (13.5): 


de? = dhets!. 445.1) 


S'il n'y a pas d'écrouissage, il découle immédiatement de la 
condition d'écoulement de von Mises que £ = const, c.-à-d. que les 
contraintes s; = #s? sont constantes. La grandeur dÀ est proportion- 
nelle à l'accroissement du travail de la déformation plastique d4,, 
à savoir: dÀ — dA,/2x3. Nous obtiendrons les composantes de la 
déformation plastique £? en faisant la somme des accroissements 
des composantes de la déformation plastique def. La sommation 
des travaux élémentaires dA, conduit au travail plastique 4,. 
Ce dernier est une fonction scalaire que nous désignerons par 2+:p. 


(t) Soulignons que, dans le schéma d'un corps à élasticité non linéaire, 
même l’eétat d'écoulement » est une forme particulière de l'état élastique. 
Le modèle d’un corps à élasticité non linéaire sera un ressort à caractéristique 
non linéaire. On peut établir une certaine analogie entre l'« état d'écoulement » 
(T = const) et le potentiel du champ de gravité (la force de pesanteur est 
constante). 

co) L. Sédov (!*#] a montré que la simple mise en charge est en général 
irréalisable pour des déformations finies des corps. 
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Les relations (15.1) prennent alors la forme 
ef = ps, 


qui est une équation de la théorie des déformations plastiques (si 
l'on soustrait les termes se rapportant au domaine élastique de la 
déformation et répondant à la loi de Hooke). Ce fait fut constaté 
par Prager et Hoenemzer [?] en 1932. 

S'il y a écrouissage, on a alors conformément à (13.13) dA = 
= F (Tot) To dt, où 7, est l'intensité des contraintes tangentielles 
pour l'état s En introduisant la nouvelle variable Toit — + et en 
faisant la somme des accroissements des composantes de la défor- 
mation plastique def dans les relations (15.1), nous obtiendrons dans 
le premier membre les composantes e? elles-mêmes. Dans les seconds 
membres (après le dégagement du facteur sŸ/T,), la sommation con- 
duira à une certaine fonction t. Retournant à la variable initiale, 
on obtient : 


EE —F, (Tot)si, 


où F,est une fonction quelconque, c.-à-d. les équations de la théorie 
des déformations plastiques dans le cas de l’écrouissage. 

Par contre, si l’on exige que les deux théories soient équivalentes 
en égalant à cet effet les'accroissements des composantes de la défor- 
mation plastique (13. 5) aux accroissements des composantes de la 
déformation plastique calculés conformément aux équations de la 
théorie des déformations (14.4), on obtient: 


dhsiy = Si5 dp +9 dsiy. 
Il en découle que 
dd _ dus 
CET 
Dans les premiers membres de ces équations, il y a un accroisse- 


ment infiniment petit d’une certaine grandeur scalaire. En intégrant 
on trouve que les contraintes s,; ont la structure 


Sij = ST, 


correspondant à la simple mise en charge (W étant un scalaire). 

Ainsi, ces deux théories ne coïncident que dans le cas de la simple 
mise en charge. 

Dans le cas de chargement complexe, la théorie des déformations 
et la théorie de l'écoulement aboutissent à des résultats différents. 
Anticipant quelque peu, notons que ces résultats se rapprochent 
dans un cas de déformation très important pour les applications. 
Dans l'espace des déformations, la voie suivie par la déformation 
est représentée sous la forme d'une certaine ligne (fig. 19). Soit la 
voie de déformation qui, à partir d'un moment quelconque, s'ap- 
proche de la droite (en pointillé) ; on dira alors que la déformation 


5—0653 
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se développe dans une direction déterminée. Si ce cas est réalisé, 
les étais de contrainte calculés suivant les deux théories se rapprochent. 
Par ailleurs, l'influence de l’histoire complexe de la déformation 
diminue rapidement et on obtient un état de contrainte invariable 
qui est déterminé par les vitesses de déformation fixées caractéristi- 
ques du tronçon rectiligne (voir ci-dessous). 

Ïl est intéressant de noter aussi que, si l’on part de notions plus 
générales sur les surfaces de charge ayant des singularités (cf. para- 
graphe 17), les équations de la théorie de l'écoulement pour certaines 


Fig. 19 


voies de charge se réduisent aux équations de la théorie des défor- 
mations (cf. travaux de B. Budiansky [#1], V. Kliouchnikov [111], 
Y. Rabotnov [*]. | 

2. Exemple. Torsion et traction simultanées d’un tube à paroi 
mince. En guise d'exemple, illustrant les propriétés des équations 
de la plasticité que l’on vient d'introduire, nous examinerons la 
déformation symétrique d’un tube cylindrique à paroi mince soumis 
à l’action simultanée d’un moment de torsion et d’une traction 
axiale. Ce cas correspond aux essais dits de P + Af (paragraphe 7). 

Comme il a été indiqué, on peut considérer ici que les composantes 
des contraintes o, et r,,. (dans un système de coordonnées cylindriques 
r, @, z) ne sont pas nulles. Négligeons les composantes de la con- 
trainte O,, Ow Trgr Tr: COMMe étant petites par rapport aux com- 
posantes o,, T9. Les composantes de la déformation Y,4, Y,- sont 
faibles par rapport à y,.. Pour simplifier les calculs, nous admettons 
que le matériau soit incompressible, ce qui apportera des changements 
insignifiants dans le tableau général de la déformation. Il résulte 
alors de cette condition d’incompressibilité et des équations de la 


théorie des déformations (14.23) que €, = €, — — ZE Si l’on 
part des équations de la théorie de l’écoulement (13.7), on obtient 
de façon analogue que de, = de, — — Jde. Nous conviendrons 


de n'’envisager que le cas de la plasticité parfaite et introduirons 
les grandeurs sans dimensions suivantes : 


où Et, = Os GYs = Ts 
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Solution découlant de la théorie des dé- 
formations. On obtient facilement en partant de (14.20): 


St 15.2 
Ver es 

avec la condition d'écoulement : 
+=. (15.3) 


Posant successivement 


g=sinv pour 0Sv<+, 
; (15.4) 
gr=w pour 0Kw<1, 


w= ++) (2) +1, (45.5) 


les grandeurs y, 6 étant considérées comme positives (l'effet de 
Bauschinger, ignoré par les théories, prend de l'importance pour la 
mise en charge complexe à signes variables). 

Solution découlant de la théorie de l'é- 
coulement. On obtient à l’aide des équations (13.7): 


dé — dq + dA eq, dy = dt + dA:x, (15.6) 
où, conformément à (13.6) et à la condition d'écoulement (15.3): 


on trouve: 


dA=ÈEdh=qdt+Téy. (15.7) 


Il convient d’y ajouter la condition d'écoulement (15.3) à l'aide 
de laquelle on trouve à partir de (15.6) et (15.7) l'équation diffé- 
rentielle 


VIF (VIE). 


Soulignons que, pour déterminer q à partir de cette équation, 
il faut poser la voie de la déformation ÿ — y (£). Cette exigence 
n’a pas lieu si l'on s'inspire de la théorie des déformations [cf. (15.2). 

Nous admettons que la voie de déformation imposée y = y (£) 
possède partout une tangente et qu’elle vérifie la condition de mise 
en charge dA > 0. Après avoir fait les substitutions (15.4), 
transformons cette équation en équation de Riccati 


du 1 , 1 
Hg —uy ()+. (15.8) 
Cas particuliers. Ilest facile, pour certaines fonctions 
choisies y (&), d'obtenir des solutions particulières de cette équation 
5e 
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qui sont intéressantes pour l'analyse des équations de la théorie de 

l'écoulement plastique et pour les essais. Nous nous arrêtons sur 

quelques cas d'intégration qui se distinguent par leur simplicité. 
La voie de déformation linéaire. Soit 


v (@) = 4+Bt; 
si y—Y pour E = et y=Y pour L =, on a 


A= dut p_W—Y 
Gi—bo ©” 4 Gi—0o 
L'équation différentielle prend la forme 
dw 1 
C'est une équation à variables séparables; son intégrale satisfait 
à la condition 
w = wo pour & = Lo, 
et prend la forme 
7 Zuws F vw; 


W=TET (15.9) 


Ici on introduit les notations 
PA —V BLi(t— 
2=| 8 | exp [—V 5541 (6—6)), 
>0 
<0. 


Il faut prendre le signe — dans (15.9) pour w=> w, et le signe + 
pour w << uw. 

La voie par paliers. Dans les expériences, on utilise souvent la 
mise en charge par paliers (fig. 20). Sur chaque palier, les valeurs 


Ws 


M J=-B+ VE 


4 


Fig. 20 


constantes seront soit &, soit y. Il est aisé d'obtenir les solutions 
correspondantes en partant des équations (15.6), (15.7). 
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Ainsi, soit & — const, alors dé = 0 et 
dt 


dW=T x: 
Intégrant et vérifiant la condition + = T, pour y = y, on trouve: 
r= FT g=VT—%, (15.10) 
où 
Gr = LEE xp (15.11) 


Soit y — const sur un autre er on obtient re de la même 
manière : 


24 ,CVT=e 
g= Z(Q+1? r=V1i a, 

avec q = pour 6 = 61 et 
ZE) = ÈS exp 12 (6 — 5]. 


3. Rapprochement des RS lors du développement des défor- 
mations dans une direction déterminée. Les différentes voies de 


(Q54) 


es, 


98 


LHC) Ah 
(2 


Fig. 21 


déformation représentées sur le plan &, y (fig. 24) correspondent 
à certains cas envisagés. Les chiffres donnent la valeur de q d'après 
la théorie de l'écoulement, les chiffres entre parenthèses donnent 
la valeur de qg d’après la théorie des déformations. Le cercle de 
rayon unitaire limite le domaine hachuré des déformations élastiques. 

Ces données permettent dans une certaine mesure de juger des 
différences existant entre les états de contrainte (valeurs de g) suivant 
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la théorie de l'écoulement pour diverses voies de passage au même 
état de déformation. Il est aisé de découvrir aussi que les états de 
contrainte calculés suivant la théorie de l’écoulement ont tendance 
à se rapprocher des états de contrainte évalués d’après la théorie 
des déformations, à mesure que les déformations se développent 
dans une direction déterminée. 

On peut démontrer rigoureusement la convergence asymptotique 
des résultats préconisés par les théories de l’écoulement et des défor- 
mations si la voie de la déformation tend vers une certaine voie 
linéaire (fig. 19). 

En effet, admettons que, à partir d'un certain instant, la voie de déforma- 
tion s’approche de la droite y — À + BE avec l'accroissement de &; alors 
on a y (0) —+B pour B > 0. 


D'après la théorie des déformations, lorsque & croît, la solution w tend 
conformément à (15.5) vers la valeur 


w—=—B+ VB +1. 


D'après la théorie de l'écoulement, w est défini par l'équation (15.8); 
introduisons une nouvelle inconnue 


u=w—w. 
L'équation différentielle (15.8) se transformera alors comme suit: 


F= —{ù+7 @)] u—+ u2—[B— y" (bu. (152) 


Il est facile de s'assurer que les coefficients de cette équation satisfont aux 
conditions du théorème d'Ascoli selon lequel une solution de l'équation diffé- 
rentielle (15.12) existe et tend vers zéro pour à —> . Par conséquent 

w + w. 


Un résultat analogue découle de l’analyse de la déformation d’un tube 
sous l'effet d’une pression intérieure et d’une force axiale. 


On peut montrer [5] que dans le cas général de l'état de contrainte 
tridimensionnel, les contraintes calculées suivant diverses théories 
de plasticité se rapprochent également si la déformation se développe 
dans une direction déterminée (ce qui représente en fait un cas 
proche de la simple mise en charge). 

4. Mise en charge simple et accroissement proportionnel des charges. 
Les résultats cités ci-dessus caractérisent une grande importance 
que présente la classe des simples mises en charge (et des mises 
en charge voisines). Dans ce cas on peut recourir aux équations 
relativement simples de la théorie des déformations. Les conditions 
de la simple mise en charge 


Oij = 10), (15.13) 


où oi; ne sont que des fonctions de coordonnées et { est un paramètre 
quelconque, doivent être vérifiées pour tout élément du corps. 
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Le corps est d'habitude sollicité par des charges p; de surface (nous 
négligerons les forces de volume pour des raisons de simplicité), 
les contraintes o;,, s’exerçant sur les éléments du corps n'étant pas 
connues d'avance. Il va de soi qu'il ne peut être question de charge- 
ment simple sur les éléments d’un corps si les charges de surface 
sont assujetties à des variations arbitraires. Admettons, cependant, 
que des charges croissent proportionnellement à un paramètre 
quelconque 


pi=tph (15.14) 


où p; sont les fonctions données ne dépendant que des coordonnées 
des points de la surface du corps. 

D'après A. Iliouchine, on montre sans peine que la mise en 
charge sera simple si pour les petites déformations 

1) le matériau est incompressible (£ — 0); 

2) les intensités des contraintes et les déformations T, T sont 
liées par la fonction puissance monôme: 


T = Arc, (15.15) 
où À, œ >> 0 sont des constantes. 

En effet, soit des contraintes oi; et des déformations ei; s’exerçant 
sur le corps pour t — 1. Ces grandeurs satisfont donc aux équations 
différentielles de l'équilibre (4.2) pour F; = 0, wÿ = 0, aux condi- 
tions aux limites (1.22), aux conditions de compatibilité de Saint- 
Venant (2.16) et aux équations de la théorie des déformations (14.24) 
pour la loi de la puissance (15.15). 

Si on attribue au paramètre une valeur arbitraire f, il est aisé 
de voir que les contraintes 0;; = {0;; et les déformations e;; — 
= t/@;; représenteront la solution cherchée du problème. En effet, 
les équations différentielles de l'équilibre, les conditions aux limites 
et les conditions de compatibilité de Saint-Venant sont homogènes 
(respectivement par rapport aux contraintes, aux forces extérieures 
et aux déformations) et, de ce fait, sont satisfaites par les nouvelles 
valeurs des contraintes (15.13), des forces extérieures (15.14) et des 
déformations. Les relations de la théorie des déformations (14.24) 
sont elles aussi satisfaites puisque leurs seconds membres sont des 
fonctions homogènes des composantes de déformation de puissance &. 

Si l’on revient maintenant aux restrictions initiales, nous noterons 
avant tout que l’on peut généralement négliger la compressibilité 
lorsque les déformations plastiques sont suffisamment développées 
(bien que petites). L’approximation puissance (15.15) exprime une 
restriction beaucoup plus rigoureuse. Dans certains cas (par exemple, 
pour une plasticité parfaite), cette dépendance conduit à une appro- 
ximation insuffisante. La loi de la puissance (15.15) conduit à une 
approximation plus ou moins acceptable pour des déformations 
plastiques évoluées et un écrouissage notable du matériau. 
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Partant de ce qui précède, on peut considérer, dans les cas de 
déformations plastiques évoluées et d'écrouissage notable, qu'il 
y a approximativement la simple mise en charge lorsque les charges 
croissent proportionnellement. Dans d’autres cas, la simple mise en 
charge (ou voisine de cette dernière) n’est pas en général obtenue 
(cf. également [1*8]). 

5. Données expérimentales. La confirmation expérimentale de la 
théorie de l’écoulement plastique est beaucoup plus ample que celle 


x Cuivre. 
o Aluminium 
cier 


de la théorie des déformations. De la relation (13.5) on obtient la 
condition de similitude des formes du tenseur des accroissements de 
la déformation plastique et du tenseur des contraintes 


We = Lo. 


Des écarts insignifiants mais systématiques de la condition de 
similitude sont constatés au cours des expériences. Les résultats de 
certains essais sont représentés sur la fig. 22; on porte pu, sur l’axe 
horizontal et u%, sur l'axe vertical, la ligne en pointillé correspon- 
dant à la condition de similitude. Ces écarts témoignent des pertur- 
bations négligeables par rapport à l'équation tensorielle linéaire 
(13.4). On pourrait bien obtenir une concordance avec les données 
expérimentales montrées sur la figure 22 en se basant sur la relation 
tensorielle non linéaire, mais cela compliquerait notablement les 
équations initiales. 

Les données expérimentales prouvent aussi que les directions 
des axes principaux du tenseur des contraintes et du tenseur des 
accroissements de la déformation plastique coïncident. 
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Il y a lieu de noter cependant qu'une influence notable de l’aniso- 
tropie du matériau, que celui-ci acquiert au cours de la déformation 
plastique, est constatée dans les mises en charge complexes («en 
zigzag »), surtout lorsqu'il y a des décharges intermédiaires. 

On rencontre des difficultés pour décrire les phénomènes de la 
déformation anisotrope, ce qui est dû à une connaissance insuffisante 
de ces phénomènes. Leur description éventuelle nécessiterait un 
développement notable de la théorie. 


16. GÉNERALISATIONS DANS LE CAS 
DE LA PLASTICITÉ PARFAITE. 
LOI ASSOCIATIVE DE L'ÉCOULEMENT 


Nous envisagerons quelques généralisations de la théorie de 
l'écoulement pour le cas de la plasticité parfaite. Comme aupara- 
vant, les accroissements de la déformation totale sont obtenus par 
l'addition des accroissements de la déformation élastique et de 
ceux de la déformation plastique: 

des = de; + def. (16.1) 

Les accroissements des composantes de la déformation élastique 

def; sont liés par la loi de Hooke (13.3) aux accroissements des 


composantes de la contrainte. Par la suite, il n’y aura pas de change- 
ment plastique du volume, c.-à-d. 


de?, = 0. (16.2) 


1. Fonction d'écoulement et potentiel plastique. Il y a une sur- 
face d'écoulement 


f(cœ)=X (K>0), (16.3) 


pour le milieu parfaitement plastique dans l’espace des contraintes 

63. Cette surface limite le domaine des déformations élastiques 

pour lesquelles f < ÆX. A l'écoulement plastique correspondent les 

états de contrainte appartenant aux points de la surface d'écoulement. 
Ainsi, pour la condition d'écoulement de von Mises 


fo) =T?; K=v. (15.4) 


Le matériau se trouve dans un état élastique si T << t.; il sera 
dans un état plastique si T — 714. Dans l’espace des contraintes 
principales 61, +, O3, cette équation définit la surface d’un cylindre 
de révolution dont l'axe est 0, = 6, = 63 (axe hydrostatique, 
paragraphe 1). 

La surface d'écoulement (16.3) est convexe (cf. plus bas, para- 
graphe 18), c.-à-d. qu'elle se trouve d’un côté du plan tangent (ou 
du plan de référence s’il y a des aires planes). 
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Outre la fonction d'écoulement, on introduit parfois le potentiel 
plastique ® (o,;) de façon que les équations de l'écoulement plasti- 
que soient de la forme 


D. A. D 
def = de, (16.5) 


où di >> 0 est un certain facteur scalaire infiniment petit indéterminé. 
D'après la condition d’'incompressibilité (16.2), on doit avoir 

80 

Er = (0. (16.6) 

On peut représenter les relations (16.5) sous une forme plus évi- 
dente si l’on passe à la représentation des tenseurs de#;, 0; à l’aide 
des vecteurs dans un espace des contraintes 6;; à neuf dimensions. 
Cette représentation n’est pas, bien entendu, complète et n’est pos- 
sible que dans un certain sens. Pour analyser les équations de l’état 
plastique, on n'utilise d'habitude que les opérations les plus simples 
sur les tenseurs et il est possible d'établir une correspondance entre 
ces opérations et celles qui ont pour objet les vecteurs qui les représen- 
tent. La représentation vectorielle est plus illustrative et facilite 
l'interprétation des données expérimentales. Elle est d'un usage 
courant pour l'analyse des équations de l’état plastique. 

Ces opérations simples mentionnées sur les tenseurs sont: 

1. Le produit du tenseur par le scalaire @; lors de cette opération 
chaque composante du tenseur est multipliée par le scalaire @, c.-à-d. 
que si le tenseur 7; a pour composantes a,,, le tenseur @T, aura 
les composantes pa;. 

2. L'addition des tenseurs au cours de laquelle on additionne 
les composantes aux indices identiques, c.-à-d. que le tenseur 
Ta + To a pour composantes a;; + b;j. 

3. La formation d'une convoiution de deux tenseurs suivant les 
deux indices; on appelle ainsi la somme a;b;;. L’accroissement du 
travail de la déformation plastique dA, — o;;de*; sera un exemple 
d’une telle convolution. 

Introduisons les vecteurs À, B, dont les composantes dans l’espace 
à neuf dimensions sont a;j, b;;. A la première opération correspond 
alors la multiplication d'un vecteur par un scalaire, soit un vecteur 
®4. A la seconde opération répondra l’addition des vecteurs 4 + B. 
Enfin, à la convolution des tenseurs correspond un produit scalaire 
des vecteurs 


(4, B)= aijbis. 


Remarque. Par suite de symétrie, les tenseurs des contraintes 7, et 
des déformations T, n’ont que six composantes différentes. Néanmoins, il est 
plus aisé de représenter ces tenseurs au moyen des vecteurs dans un espace 
à neuf dimensions, car dans ce cas le produit scalaire des vecteurs 0; et ei; 
sera directement égal à la convolution mentionnée des tenseurs. Cela tient à ce 
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que les composantes du tenseur des déformations ne sont pas les glissements eux- 
mêmes mais leurs moitiés. Naturellement, on peut envisager un espace à six 
dimensions et, à titre de composantes du vecteur contrainte, prendre six compo- 
santes du tenseur des contraintes multipliées par des nombres arbitraires, ces 
derniers étant choisis de façon que le produit scalaire des vecteurs corresponde 
à la convolution des tenseurs. Toutefois, il est plus aisé d'envisager les vecteurs 
avec les mêmes composantes que pour les tenseurs, mais dans un espace à neuf 
dimensions. 


Si les directions principales du tenseur 7, sont fixées, on peut 
alors, ayant en vue les opérations susmentionnées, représenter le 
tenseur 7, par le vecteur À ayant les composantes a,, a,, a; dans 
l’espace tridimensionnel a;. Une telle inter- 
prétation a déjà été évoquée au paragraphe f. 

Ainsi, on peut représenter l’état de contrain- 
te, dans l’espace des contraintes à neuf dimen- 
sions, par le vecteur o;;, On peut représenter 
également, dans ce même espace, les accrois- 
sements de la déformation plastique def, par un Domaine 
certain vecteur si l’on multiplie def; par une élastique 
grandeur constante de dimension appropriée. 
L'équation  (o;;) — const définit la surface 
(hypersurface) du potentiel plastique. Les cosi- 
nus directeurs de la normale à cette surface Fig. 23 
étant proportionnels à 0D/66;;, les relations (16.5) 
signifient que le vecteur de l'écoulement plastique def est dirigé 
suivant la normale à la surface du potentiel plastique. 

2. Loi associative de l'écoulement. Nous aurons le cas le plus 
simple, et le plus important, lorsque la fonction d'écoulement 
coïncide avec le potentiel plastique : 


f = ©. 


Dans ce cas, outre sa simplicité, on établit facilement le théorème 
d’unicité et les principes d’extremum, ce qui confère à la théorie 
le caractère fini. 

Ainsi, 


de?, = à Er à (16.7) 


et l'écoulement plastique se développe suivant la normale à la sur- 
face d'écoulement (fig. 23). 
L’accroissement du travail de la déformation plastique est égal à 


ldAp = 613 dE = dh-01 79 (16.8) 


Si f est une fonction homogène des contraintes de puissance m, 
on a: 


dAn = dh-mf = d\k-mK, 
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c.-à-d. que le facteur dÀ est proportionnel à l'accroissement du 
travail de la déformation plastique 


dAh 
d=—. 

Pour la théorie de l'écoulement (paragraphe 13), il en découle 
la formule (13.10) obtenue précédemment. 

Notons que le schéma (16.7) englobe aussi bien les équations 
de la théorie de l'écoulement plastique (13.7) que les équations 
de la théorie de plasticité de Saint-Venant — von Mises (13.11) 
respectivement. En effet, dans ce cas il est facile de vérifier que 


(16.9) 


et les équations (16.7) prennent la forme del, — dAs;;. Il est évident 
que la condition d’incompressibilité (16.2) est vérifiée. 

Les relations (16.7) sont appelées loi associative de l'écoulement 
plastique puisque cette dernière est liée (s'associe) à la condition 
de l'écoulement. Cette loi permet d'introduire facilement diverses 
généralisations des équations de la plasticité en examinant les 
surfaces d'écoulement de forme plus complexe. 

Si l'on envisage l’écoulement dans l’espace des contraintes prin- 
cipales (ce qui est commode pour les directions principales fixées, 
par exemple dans les problèmes de symétrie axiale), il est plus 
pratique d'utiliser à la place de (16.7) les relations 


de? = dh (=1, 2, 3). (16.10) 


3. Surfaces d'écoulement lisses par morceaux. Pour satisfaire à 
la loi associative de l'écoulement exprimée par (16.7), la surface 
d'écoulement doit être lisse, c.-à-d. qu'elle doit présenter un plan 
tangent à rotation continue, ce qui permettra aussi de déterminer 
la normale à cette surface. Cependant, on ne peut pas éliminer de 
cette analyse les surfaces d'écoulement singulières (possédant des 
sommets et des arêtes). Ainsi, la condition de l'écoulement de Tresca— 
Saint-Venant décrit la surface d’un prisme hexagonal (paragraphe 
9); la normale suivant les arêtes de ce prisme n'est pas définie. 
Par la suite, nous verrons que l’application de la condition de l'écou- 
lement de Tresca — Saint-Venant à la place de celle de von Mises 
conduit souvent à des simplifications mathématiques notables (par 
exemple, dans les problèmes de l’état de contrainte plan). Les 
relations (16.7), qui sont valables dans les points ordinaires de la 
surface d'écoulement, devront donc être complétées d’une certaine 
manière afin de pouvoir définir également l'écoulement plastique 
correspondant aux arêtes et aux sommets de la surface d’écoule- 
ment. Pour des raisons de simplicité, nous nous limiterons à l’exa- 


16.] GÉÊNÉRALISATIONS DANS LE CAS DE LA PLASTICITÉ PARFAITE 77 


men d’une arête sur la surface d’écoulement, ce qui est le plus 
souvent rencontré dans les applications ; le cas du sommet est analy- 
sé de manière analogue. 

Supposons, d’après Prager [%] et Koiter [1%], que l'écoulement 
sur l’arête est une combinaison linéaire des écoulements existant 
à gauche et à droite de l’arête (fig. 24) 


Ôfe 
der; = dl À cn da: (16.11) 
où f, = const, f, — const sont les eo . de la surface d’écoule- 
ment des deux côtés de l’arête. Les facteurs indéterminés dà,, 
dA, étant non négatifs, l'écoulement se développera dans la direction 
qui se trouve à l’intérieur de l'angle formé 
par les normales à deux faces contiguës. Pas 

En un point ordinaire de la surface 
d'écoulement, l'écoulement plastique est 
déterminé en direction et indéterminé en 
grandeur. Le facteur dÀ est exprimé par 
l'accroissement du travail de la déformation 
plastique et peut être trouvé lors de la so- Fig. 24 
lution de chaque problème particulier. 

Sur une arête, l’écoulement plastique est indéterminé aussi bien 
en direction qu’en grandeur. Les facteurs dA;, dÀ, sont déterminés 
aussi lorsque l’on résout chaque problème particulier. « Deux condi- 
tions d'écoulement» (f, — const et f, — const) étant vérifiées le 
long de l’arête, on est donc obligé d’introduire deux facteurs arbi- 
traires afin d'éviter la contradiction avec les conditions de compati- 
bilité des déformations. 

Si l'écoulement est envisagé dans l’espace des contraintes prin- 
cipales, à la place de (16.11) on aura:. 


de? = dh SE + di LE. (46.12) 


ZJomaine 
etastique 


£,- consi 


4. Exemple d'écoulement sur l’arête du prisme de Tresca — 
Saint-Venant. Envisageons d’après le schéma énoncé un écoulement 
correspondant aux états de contrainte pour des points sur l'arête 
du prisme hexagonal de Tresca — Saint-Venant. Pour être”précis. 
supposons une arête formée par l'intersection des plans (cf. para- 
graphe 9): 


h = 01 — Oo = Os; Îo = 01 — O3 = Os 
Les traces de ces plans sur le plan du déviateur sont montrées sur 
figure 25 par des lignes pleines. L'écoulement pour le premier’plan 


peut être écrit conformément à (16.10) sous la forme (on passe aux 
vitesses de déformation E?, et on néglige l'indice p; du — À; dt, 
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dhs = À, di): 


Ën _ Ës __ Es _3: 
TE er 
D'après la loi énoncée (16.12) pour les points sur l’arête on a: 


U=hl+h; b=—h; b= —X. 


La puissance de la déformation plastique (dissipation) pour les 


points sur l’arête envisagée est égale à 


Àp= Gb = 0 (+). 


Dans cette relation À, + À, — E, est la plus grande des vitesses 
principales de l'allongement. 
Analysant de façon identique l'écou- 
lement sur les autres arêtes, il est facile 
d'établir que, dans tous les cas, la dissi- 
pation est exprimée par la formule simple 


Àp = OsËnax, (16.13) 


OÙ Emax est la valeur numérique absolue 
de la plus grande vitesse principale de 
. la déformation. 
Fig. 25 L'interprétation physique de l’écou- 
lement sur l’arête déterminé de la sorte 
présente certaines difficultés qui apparaissent déjà dans le cas de 
la traction simple correspondant, par exemple, au point angu- 
leux C (fig. 25) de l'hexagone de Tresca — Saint-Venant. 
L'écoulement y est exprimé par les relations 


= ths bem; be —4, 


où la première direction principale est orientée suivant l’axe de la 
barre. Les déformations transversales étant donc arbitraires, seule 
la condition d'incompressibilité sera satisfaite. Cette image ne 
s'accorde pas avec les idées habituelles sur la traction d'une barre 
isotrope (ainsi, conformément aux relations présentées, une barre 
ronde peut devenir elliptique à la traction). Cependant, de tels 
résultats paradoxaux ne se manifestent que dans les cas extrêmes 
et se rapportent principalement au champ des vitesses. Quant aux 
charges limites que l’on obtient sur la base de ce schéma, elles 
représentent une approximation suffisante. 
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Le schéma de Prager.— Koiter doit être considéré comme une 
approximation idéalisée qui est souvent commode. Il est peu pro- 
bable qu’il soit vraiment nécessaire de chercher l’expression physique 
des déductions paradoxales isolées. 

5. Milieu anisotrope. Partant des idées exposées dans ce qui 
précède on peut obtenir les équations d'écoulement plastique pour 
un corps anisotrope. Il importe seulement d'introduire la fonction 
d'écoulement anisotrope. Sous sa forme la plus simple, cette fonction 
est choisie quadratique : 


Î= CijniOiOnr, 
où c;jre sont des coefficients d’anisotropie. Les différentes variantes 
d’un tel schéma ont été passées en revue dans les travaux de von 
Mises (cf. [*. ®#]), Hill [*7] et d’autres auteurs. La théorie fondée 
sur les généralisations de la condition d'écoulement de Tresca — 
Saint-Venant [5] a également pris l'essor. 
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1. Surface de charge. Les équations de la théorie de l'écoulement, 
citées dans le paragraphe 13, ne décrivent d'une manière satisfaisante 
le comportement mécanique du milieu écrouissable que dans les cas 
de mise en charge modérément complexe. Cependant, l’écrouissage, 
accompagnant la déformation plastique. a un caractère orienté et 
pour un état de contrainte triaxial (ou biaxial) représente un phéno- 
mène qui est suffisamment complexe et en général mal connu. Pour 
le décrire, il convient d'approfondir sensiblement la théorie. 

La théorie est fondée sur la notion d’une surface de charge Y 
(fig. 15, b) séparant dans l’espace des contraintes o;;, pour l’état 
donné du milieu, le domaine de la déformation élastique de celui 
de la déformation plastique. L’accroissement infiniment petit de la 
contrainte (charge complémentaire) do;; conduit soit à la déforma- 
tion élastique (décharge, si do;; est dirigé à l’intérieur de Z). soit 
à la déformation plastique permanente (charge, si do;; est dirigé 
à l'extérieur de Z). Les accroissements d0;, qui se trouvent dans le 
plan tangent à la surface de charge (changements neutres) ne mèneront 
qu'aux déformations élastiques (c.-à-d. qu’il n’y aura pas de défor- 
mation plastique si le point figuratif se déplace sur la suface ©). 
Cette condition (condition de continuité) est nécessaire pour assurer 
le passage continu de la déformation plastique à la déformation 
élastique pour une variation ininterrompue de la direction du vecteur 
charge complémentaire do;;. 

La surface de charge se dilate et se déplace au fur et à mesure 
que se développe l’écrouissage qui change la limite élastique (et 
d’ailleurs différemment dans diverses directions). En plasticité 
parfaite, la surface d'écoulement est la position limite des surfaces 
de charge lorsque celles-ci tendent toutes vers la surface initiale. 
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La forme et la position de la surface de charge dépendent en 
principe non seulement de l’état de contrainte courant, mais aussi 
de toute l’histoire précédente de la déformation. 

2. Exemple. Construction d’une surface de charge d’après les 
données expérimentales. Envisageons l'exemple simple de la cons- 
truction d’une surface de charge d’après les données expérimentales. 
Les essais ne pouvant pas être exécutés pour un état de contrainte 
triaxial arbitraire, on étudie les courbes de charge dans certaines 
sections de la surface de charge. D'habitude, on se borne à étudier 
les courbes de charge pour l’état de contrainte plan pour lequel 
une des contraintes principales est égale à zéro. Examinons ici, en 
particulier, les essais des tubes à parois minces sollicités par une 
pression intérieure p et un effort axial P (essais p + P du paragra- 
phe 7). Au cours de ces essais, le tube se trouve dans l’état de 
contrainte plan et les contraintes principales sont égales à ©, et 
©... Désignons par ©, la limite d'écoulement pour une traction mono- 
axiale, égale, disons, à une contrainte répondant à une déformation 
résiduelle de 0,2 % (limite pratique des déformations élastiques), 
et envisageons le plan des contraintes o., 6,. Construisons la courbe 
d'écoulement initiale qui limite le domaine élastique pour le maté- 
riau initial (non écroui). A cet effet, on soumet une série d’éprou- 
vettes à des essais pour différents rapports P/p (fixés à chaque essai); 
les voies correspondantes de mise en charge (qui seront évidemment 
des rayons) sont montrées en pointillé sur la fig. 26, a. Sur chaque 
ravon, on trouve expérimentalement un point correspondant à une 
déformation résiduelle de 0,2 %. Il va de soi que cette valeur est 
arbitraire et que l’on peut en principe en prendre une autre. Toute- 
fois, il ne serait pas rationnel, compte tenu de différents effets 
secondaires (déformation sub-permanente, fluage) compliquant l’ima- 
ge. de choisir des grandeurs extrêmement petites en tant que valeurs 
représentatives. Réunissant tous les points trouvés par une ligne 
continue, on obtient la courbe de charge initiale X, (fig. 26, a). 
Si le matériau a subi au préalable une déformation plastique, la 
surface de charge sera construite de la manière suivante. Admettons, 
par exemple, qu’il faille construire une courbe de charge pour l'acier 
ayant subi une déformation plastique préalable pour une mise 
en charge exercée suivant le rayon OA (fig. 26, b). Prenons des 
tubes et soumettons-les à une charge suivant le rayon OA, supprimons 
ensuite la charge et essayons chaque tube à une certaine valeur 
fixée P/p (c.-à-d. suivant le rayon) jusqu’à ce que l’on obtienne une 
déformation résiduelle de 0,2 % sur le rayon choisi pour le tube 
donné. Portant les points correspondants sur le plan o,, 6, et réunis- 
sant ces points par une ligne douce, on obtient la courbe de charge 
voulue (fig. 26, b). Comme le montrent les essais, la courbe de charge 
jee dans la direction de la déformation plastique préa- 
able. 
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Les essais effectués dans les conditions de l’état de contrainte 
plan, pour différents programmes de mise en charge, permettent 
de se faire une idée sur la relation existant entre la surface de charge 
et le phénomène de la déformation plastique. 

Il importe de souligner que le revers de la surface Z est défini 
avec une erreur considérable (cf. L. Katchanov « Sur le problème 


% 


0) 
Fig. 26 


de la construction expérimentale des surfaces d'écoulement », Méca- 
nique des solides, n° 4, 1971). Il est difficile, dans ces circonstances, 
d'appliquer la notion de la surface de charge à des voies complexes 
de la déformation. 

Remarque. Il convient de souligner les difficultés auxquel- 
les se heurte la construction expérimentale des surfaces de charge. 
La détermination de la limite d'écoulement à partir de la limite 
de proportionnalité ou, en cas de valeur insignifiante (0,01 % ou 
0,02 %), de la déformation résiduelle peut conduire à des conclusions 
erronées vu l'influence des effets secondaires, ce qui implique que 
l’on se base parfois sur des tolérances grossières (par exemple, À — 
— 0,2 %). Ceci est admissible si la limite d'écoulement est assez 
élevée et l'écrouissage relativement petit; il en résulte alors une 
petite erreur relative. Une tolérance de 0,2 % peut mener à de 
grosses erreurs si l’écrouissage est important ou la limite élastique 
basse. Pour ce qui est des autres auteurs, ils surmontent ces difficultés 
en utilisant diverses tolérances pour exprimer la valeur de la limite 
d'écoulement (de 0,02 à 0,2 et même 0,5 %). Cette procédure, tout 
en fournissant une information utile, est en contradiction avec le 
schéma théorique de l’unicité de la surface d'écoulement dans l’état 
donné. 

Le matériau s’écrouit dans la direction de la déformation précé- 
dente et se ramollit dans le sens inverse (« effet de Bauschinger »). 
La limite d'écoulement d'un matériau ramolli étant relativement 
basse (parfois même difficilement perceptible), sa définition expéri- 
mentale dépend notablement de la tolérance. 
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D'après les données expérimentales, la définition de la limite 
d'écoulement devient nettement moins précise (de 10 fois environ) 
avec l’éloignement de la direction OA (fig. 26, b) de la déformation 
plastique précédente. En principe, seule la petite partie avant de la 
surface de charge présente une importance réelle. Elle est relativement 
stable par rapport au choix de la tolérance et se distingue parun passage 
plus ou moins net au domaine plastique. Quant à la partie arrière 
de la surface de charge, elle dépend pour beaucoup de la valeur 
de la tolérance. La détermination de l’effet de Bauschinger effectuée 
de la sorte est purement conventionnelle. 

En rapport avec ce qui précède il y a lieu de s'interroger sur la 
correspondance des notions théoriques avec les données expérimen- 
tales ainsi que sur la méthode employée pour la conduite des essais. 

Pour certains matériaux, il est possible que la construction de la 
partie arrière de la surface d'écoulement soit réalisable dans le cas 
de la diminution optimale de la tolérance et de l'estimation appro- 
priée des effets secondaires concomittants. On peut aussi recomman- 
der le procédé commun suivant pour déterminer une « vraie » limite 
d'écoulement suivant les données expérimentales. D'après les limites 
d'écoulement expérimentales pour des tolérances voisines relative- 
ment grossières (par exemple. pour les tolérances À = 0,1 % et 
A = 0,2 %), on trouve une « vraie » limite d'écoulement par extra- 
polation vers la tolérance « nulle ». La précision de cette extrapola- 
tion peut être augmentée s’il y a des points complémentaires. 

3. Quelques formes des surfaces de charge. Envisageons quelques 
formes simples des surfaces de charge ©. On considère que le matériau 
dans son état initial possède des limites d'écoulement identiques 
à la traction et à la compression. 

Ecrouissage isotrope. Dans le paragraphe précédent, l'équation 
de la surface d'écoulement fixée était de la forme f (0;;) = X. 
Si l'on considère que l’écrouissage. lors de la déformation plastique, 
se développe identiquement dans toutes les directions et qu'il ne 
dépend pas de la pression hydrostatique &, l'équation de la surface 
de charge revêt la forme suivante: 


f (si) = (9), (17.1) 


où le scalaire q > 0 sert d'une mesure quelconque de l’écrouissage 
isotrope et @ est une fonction croissante. 

On utilise souvent le travail de la déformation plastique 4, en 
guise de mesure d'écrouissage q, c.-à-d. 


q = [ oi; deÿ. 


On se sert plus rarement de la caractéristique de la déformation 
plastique cumulée (paramètre d'Odqvist) : 


q= i V 24e de”. 
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Notons que l'équation (17.1) peut comprendre en général non 
pas une seule mais plusieurs mesures d'écrouissage qi, Q», 3, - + « 
Si le milieu est isotrope, la fonction j (s;;) ne dépendra que des 
invariants du déviateur des contraintes. Notamment, si l’on ne tient 
compte que de l’invariant quadratique qui est l'intensité des con- 
traintes tangentielles T (ce qui, en première approximation, est 
pleinement suffisant), l'équation (17.1) prend la forme 


Si55i3 = @ (q)- (17.2) 


Üne condition similaire a déjà été envisagée au paragraphe 12. 
Conformément à (17.1), la surface de charge se dilate uniformé- 
ment (de manière isotrope) avec l'accroissement de la déformation 


Fig. 28 


plastique tout en restant homologue à elle-même (fig. 27). Il va 
de soi que l'effet de Bauschinger est alors négligé puisque les limites 
d'écoulement à l'aller (0M*) et au retour (0M-) de la mise en charge 
sont égales en grandeur. 

La notion de surface de charge isotrope peut être appliquée à la 
description des essais simples d’une déformation plastique qui se 
développe dans une direction essentielle, en particulier pour les 
essais de simple mise en charge. 

Ecrouissage de translation. Soit une surface de charge Z soumise 
àundéplacement rigide dans la direction de la défor- 
mation. La ligne pleine, sur la figure 28, montre la position initiale 
de la surface de charge, le pointillé sa position après une certaine 
déformation plastique. Si maintenant on charge de nouveau le 
matériau, la limite élastique augmentera alors dans la direction 
de la déformation précédente (0M*) marquant ainsi l'écrouissage 
qui s’est produit; dans la direction inverse (0M-), par contre, 
la limite élastique baissera (ramollissement). Ce schéma décrit du 
moins qualitativement l’effet de Bauschinger. Dans le cas envisagé, 
l'équation de la surface de charge prend la forme 


Î (Si — aij) =X, (17.3) 
où a;; sont les coordonnées du centre de la surface de charge qui 
varient à la déformation plastique et forment un déviateur. En géné- 
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ral, pour les accroissements da;;j, on indique certaines relations 
différentielles [%5: 119. 146], La variante la plus simple et la plus 
connue [1%] est: 


dij = cer, (17.4) 


où c est la constante positive caractéristique du matériau donné 
et ef; sont les composantes de la déformation plastique. Ainsi, les 
composantes du déplacement rigide de la surface de charge sont 
ici proportionnelles aux composantes de la déformation plastique. 

Translation et dilatation. La combinaison des cas précédents nous 
conduit à un schéma plus complet : 


f(siÿ— ais) =? (g). (17.5) 


La surface de charge subit une translation et se dilate en même 
temps uniformément dans toutes les directions, c.-à-d. qu'elle con- 
serve sa forme. 

L'équation (17.5) décrit de manière satisfaisante l'écrouissage 
du matériau pour une voie de charge suffisamment variable. 

Si dans l’état initial le milieu est isotrope et si son comportement 
ne dépend que de l'invariant quadratique, représentant l'intensité 
des contraintes tangentielles 7, l'équation (17.5) prend la forme 

(Si5— ay) (si5— &iÿ) = p (g). (17.6) 

D'après les données expérimentales, le second membre de l’équa- 
tion citée (« rayon » de la surface) subit des transformations relati- 
vement faibles. 

I1 est facile d'envisager aussi des équations plus générales pour 
la surface de charge, tenant compte de l’anisotropie initiale du milieu 
et comprenant non pas un seul mais plusieurs paramètres d’écrouis- 
sage [#78]. 

4. Loi associative de l'écoulement. Nous utiliserons les hypothèses 
déjà rencontrées dans l'ouvrage pour en déduire les équations reliant 
les accroissements des composantes de la déformation avec les com- 
posantes de la contrainte et leurs accroissements. 

Avant tout, on admet que les accroissements des composantes 
de la déformation totale se composent des accroissements des com- 
posantes de la déformation élastique et de la déformation plastique : 


de;; = deïg + def; (17.7) 


Les accroissements des composantes de la déformation élastique 
seront calculés conformément à la loi de Hooke. Il n’y a pas de 
variations plastiques du volume, c.-à-d. que 


deñ — 0. 


La condition de continuité déjà mentionnée au début du présent 
paragraphe sera la supposition suivante. Supposons qu’à l’état 
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instantané corresponde une certaine position de la surface de charge 
Z (fig. 15). La charge complémentaire infiniment petite do;; est 
accompagnée soit seulement des déformations élastiques, soit entraîne 
également les déformations plastiques def; Comme nous l'avons 
déjà noté, il faut introduire les changements neutres do;; si nous 
avons affaire à une disparition continue des composantes plastiques 
lors du passage à la déformation élastique, ces changements se trou- 
vant dans le plan tangent à la surface de charge Z et conduisant 
seulement aux changements de la déformation élastique deñ. Il 
en découle l'exigence que les accroissements des composantes de 
la déformation plastique def; soient proportionnels à la grandeur 


15 _ à 
d'f= 7e doi 


où l’accent signifie que l'accroissement d’f n’est calculé que par 
rapport aux variations des composantes de la contrainte (!). Si 
la charge complémentaire do;; se trouve dans le plan tangent à la 
surface de charge, on a d'f — O et de*; = 0. Notons que pour la 
condition (17.1) 


of ôf 2 Ji 
y y et d Son di: 

Par la suite, on adopte la loi associative de l'écoulement selon 
laquelle, dans le cas d’écrouissage également, le vecteur des accrois- 
sements def, est dirigé suivant la normale à la surface de charge Z. 
Par conséquent, les composantes de*; doivent être proportionnelles 
aux cosinus directeurs de la normale à Z, qui ne se distinguent des 
dérivées partielles Ôf/00;; que par un facteur scalaire commun. 
Ainsi, 


RL A | "f> 
de; =g ER d'f pour d'f>0, | (7.8) 
def; = 0 pour d'f<<0 (décharge). 


Le facteur de proportionnalité g est appelé fonction d'écrouissage ; 
celle-ci caractérise le degré obtenu de l’écrouissage et dépend en 
général de l’histoire de la déformation. Si l’état de contrainte courant 
O3 correspond aux points à l’intérieur de Z, c.-à-d. s’il est élastique, 
on a def; — 0. 

Puisque do;jdel; > O pour les corps écrouissables (cf. postulat 
de Drucker, paragraphe 18), conformément à (17.8) on a pour la 
mise en charge g (d'f}? > 0, c.-à-d. g > 0. 

La donnée d’une surface de charge lisse pour la loi associative 
d'écoulement définit complètement les accroissements de la défor- 
mation plastique. La fonction d’écrouissage g résulte des équations 


@) C'est-à-dire pour des déformations plastiques invariables. 
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de la surface de charge (c.-à-d. de la condition d’écrouissage) si l'on 
tient compte de ce que df = d@ et si l’on utilise les relations de 
(17.8). 


Soit, par exemple, une surface de charge donnée par l'équation (17.2) 
où g est le paramètre d'Odqvist, on a alors df — q’dg — p'V2dePder. Formant 
avec la convolution dq conformément à (17.8), on obtient: 

8 = (4pT)?. 
Si l’on prend pour gq le travail de la déformation plastique, alors dg = 0; sde... 
Calculant dg à l'aide de (17.8), on trouve facilement : 
8 = (4p T°). 

Les équations de la théorie de l'écoulement en écrouissage (13.14), 
envisagées dans le paragraphe 13, sont un cas particulier des équations 
obtenues ci-dessus. Elles découlent de (17.7), (17.8) pour 


f(y=r; = 20. (47.9) 


Présentées sous cette forme, les équations (17.8) ont été formulées 
par Prager. 

Notons également que pour la condition de l’écrouissage isotrope 
(17.2) les équations de la théorie de l’écrouissage (17.8) se ramènent 
à la même forme (13.14) la plus simple si on identifie au paramètre 
qg le paramètre d’Odqvist ou le travail de la 
déformation plastique. 

5. Surfaces de charge singulières. Dans ce qui 
: précède on a supposé que la surface de charge Y 
soit régulière, c.-à-d. qu’elle possède une normale 
continûment variable. On envisage souvent les 
surfaces de charge ayant des arêtes et des points 
coniques. Il convient ici de distinguer deux cas. 

La surface de charge a parfois des arêtes qui y 
occupent une position fixée. Par exemple, comme 
nous l’avons déjà noté, la solution du problème 
est souvent simplifiée si l’on passe de l'intensité des contraintes 
tangentielles T à la valeur voisine tmax (paragraphe 1). Cela cor- 
respond au passage du cercle de von Mises sur le plan du dévia- 
teur à l'hexagone de Tresca — Saint-Venant (fig. 25). L'’écoule- 
ment sur l’arête sera alors défini par une combinaison linéaire de 
courants de part et d'autre de l’arête. 

Dans le deuxième cas, la singularité revêt un caractère beaucoup 
plus essentiel. Notamment, on peut admettre qu’une singularité, 
point conique (fig. 29) apparaît au voisinage du point M de la 
surface de charge où a lieu la mise en charge complémentaire do;;. 
Il existe plusieurs théories relatives au développement de ces singu- 
larités sur les surfaces de charge [78.7], Les équations de la théorie 
de la plasticité deviennent dans ce cas extrêmement complexes. 
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Néanmoins, en principe, l'analyse des constructions de ce genre 
présente un intérêt indéniable. Les résultats expérimentaux sont 
un peu contradictoires et ne permettent pas pour le moment de se 
prononcer définitivement sur l'existence des points coniques. 


6. Considérations finales. Le développement de la théorie de la plasticité 
des milieux écrouissables est d'un grand intérêt pratique étant donné que nom- 
bre de métaux utilisés actuellement dans les constructions mécaniques sont 
sensiblement écrouissables. Comme il a déjà été noté, les théories du corps écrouis- 
sable exposées ci-dessus ne donnent pas la description complète du comporte- 
ment des métaux dans les conditions de mise en charge complexe. Par ailleurs, 
ces équations sont fort complexes ; leur application à la solution des problèmes 
concrets présente de grandes difficultés mathématiques. C’est pourquoi, dans 
les applications, on se base le plus souvent soit sur les équations de Prandtl — 
Reuss (13.14) pour la condition de l’écrouissage isotrope, soit sur les équations 
de la théorie des déformations (14.23) pour la loi de la « courbe unique » (l’inten- 
sité des contraintes tangentielles étant la fonction de l'intensité des déforma- 
tions de cisaillement, paragraphe 12). La loi de l’écrouissage isotrope est vraie 
pour des voies de mise en charge relativement simples. Le schéma de la courbe 
unique n’est acceptable que dans des limites encore plus étroites. La solution 
des problèmes aux limites, sur la base des deux théories, est en fait limitée 
au cadre de la mise en charge «relativement simple ». Il ne semble pas que l'on 
puisse formuler cette condition de manière plus précise. La confrontation des 
solutions existantes, trouvées suivant les deux théories, témoigne d'habitude 
de petites divergences. 

Le problème des déformations plastiques est très important pour les mises 
en charge cycliques. Les résultats expérimentaux portant sur ce sujet sont 
donnés dans le livre de V. Moskvitine [#]. On y trouve également un schéma 
d'application des équations de la théorie des déformations à la description de 
ces phénomènes. Les relations décrivant la mise en charge multiple du milieu 
élasto-plastique sur la base d'une théorie de l’écoulement qui est plus conforme 
du point de vue physique, ont été obtenues dans l’article de R. Aroutiounian et 
A. Vakoulenko [54]. Les auteurs partent des équations de la surface de charge 
(17.6) tout en définissant les « coordonnées du centre » a;; par des relations 
différentielles quelconques. Les résultats théoriques s'accordent de manière 
satisfaisante avec les données expérimentales. 

Pour des voies de mise en charge plus complexes, les théories exposées 
du corps écrouissable s'avèrent souvent insuffisantes. 

Dans ces conditions, il est donc naturel d'essayer de sortir du cercle des 
notions formelles introduites, relatives à la surface de charge et à la loi associa- 
tive de l'écoulement, et d'examiner d’autres aspects pour l'élaboration de la 
théorie du milieu écrouissable. On développe des procédés variés pour résoudre 
ce problème. L'analyse de ces théories sortant du cadre du présent ouvrage, nous 
ne fournirons donc que des renvois bibliographiques. 

Notons tout d'abord le cycle des travaux ([%1,5,%8,8] où l’on fait appel 
aux méthodes de la thermodynamique des phénomènes irréversibles, qui fut 
développée dans les années de l'après-guerre, pour établir les structures des 
relations de la déformation plastique. 

L'autre voie consiste à imposer des restrictions suffisamment générales 
à la structure des équations tensorielles. Les conditions pour lesquelles les 
tenseurs peuvent être représentés par des vecteurs ont été notées précédemment 
(paragraphe 16). A. Iliouchine (ef distingua la classe des relations tensorielles 
pesant un énoncé vectoriel invariant correspondant. Ceci confère à l’ana- 

yse un caractère manifeste, mais insuffisamment général. 

Enfin, il convient de mentionner les soi-disant « théories physiques de la 
plasticité » dans lesquelles les propriétés du milieu sont déduites sur la base de 
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l'analyse de la déformation des cristaux particuliers. Une théorie de ce type 
(« théorie du glissement ») a été proposée par Batdorf et Budianski [1] pour 
l’état de contrainte complexe. Le métal est constitué de cristaux distribués 
irrégulièrement. Un glissement plastique, suivant certains plans, se produit 
dans chacun d'entre eux. La prise de la moyenne statistique sur les glissements 
conduit aux relations « contrainte-déformation » présentant une structure 
complexe. Des variantes quelque peu différentes de la théorie du glissement 
sont développées dans les travaux de A. Malmeister [1] et d'autres auteurs. 
Notons que les équations de la théorie du glissement admettent une explica- 
tion purement phénoménologique [11], 

Les équations de Batdorf — Budianski, en dépit de leur complexité, ne 
arviennent pas à décrire plusieurs propriétés importantes (par exemple, l'effet 
e Bauschinger). Il convient de continuer à approfondir la théorie pour tenir 

compte de cet effet. 


18. POSTULAT DE DRUCKER. CONVEXITÉ DE LA SURFACE DE CHARGE. 
ARGUMENTATION DE LA LOI ASSOCIATIVE DE L'ÉCOULEMENT 


1. Condition d’écrouissage et postulat de Drucker. Dans les para- 
graphes précédents, on s’est penché à plusieurs reprises sur le cas 
du milieu écrouissable. I] s’agissait en fait d’un milieu pour lequel 


la limite élastique croissait au cours de la déformation. Cependant, 


Fig. 30 


la définition rigoureuse de l’écrouissage n'avait pas été faite. Et 
pourtant, les exemples simples nous convainquent de la nécessité 
qu’il y a de donner une définition plus nette du matériau écrouissable. 
Sur la fig. 30, les courbes &, e symbolisent la liaison existant entre 
les contraintes et les déformations. 

Dans le cas a)le matériau est vraiment écrouissable. 
La mise en charge complémentaire Ao > 0 provoque ici une défor- 
mation complémentaire Ae > 0, le produit A&-Ae > 0; la con- 
trainte complémentaire Ao > 0 accomplit pour la déformation 
complémentaire Ae > 0 un travail positif qui est représenté sur 
le dessin par le triangle hachuré. Nous conviendrons qu'un tel 
matériau sera appelé matériau stable. 

Dans le cas b), la courbe de déformation a une branche 
descendante, la déformation se poursuit pour une contrainte décrois- 
sante. Sur cet intervalle, la contrainte complémentaire Ao accom- 
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plit un travail négatif, c.-à-d. que Ao-Ae << 0. Un tel matériau 
sera considéré instable. 

Dans le cas c), la déformation décroît avec l'augmentation 
de la contrainte, avec en même temps Ao -Ae << 0. Dans le cadre 
du modèle mécanique, ce cas est en contradiction avec la loi de 
conservation de l'énergie, car il permet de fournir un travail utile 
« gratuis » (par exemple, avec une charge complémentaire AP. la 
barre soumise à la traction soulève légèrement la charge ?). 

La déformation des matériaux réels ne correspond qu’au premier 
de ces cas. Le postulat de Drucker généralise les raisonnements cités 
et donne une détermination appropriée de 
l'écrouissage. 

Envisageons l'élément d’un milieu 
écrouissable, qui se trouve dans un état de 
contrainte initial quelconque o%;. Appliquons 74 
maintenant à cet élément des contraintes dE 1 
complémentaires (généralement de valeur I 
arbitraire) et supprimens-les ensuite. On 
suppose les transformations suffisamment 
lentes pour pouvoir considérer le phéno- 
mène comme isothermique. On postulera 
alors que 

1. En cours de mise en charge, les con- Fi 

: ; : : ig. 31 
traintes complémentaires produisent un tra- 
vail positif. 

2. Les contraintes complémentaires exécutent un travail positif 
pour le cycle entier de la mise en charge complémentaire et de la 
décharge si les déformations constatées étaient plastiques. Pour le 
matériau écrouissable, le travail ne sera nul que pour des déformations 
purement élastiques. 

Soulignons une fois de plus qu'il ne s’agit pas du travail de la 
somme des contraintes mais de celui des contraintes complémentaires 
associées aux déformations supplémentaires. Revenant au cas b) 
de la fig. 30, on constate que le travail de la contrainte © est 
positif (c.-à-d. que oÂe >>0), bien que Ao-Ae << 0. Conformément 
au postulat de Drucker, la poursuite de la déformation plastique: 
d’un corps écrouissable nécessite l'application d'efforts supplémen- 
taires. 

Le postulat de Drucker conduit à des inégalités importantes. 

Soit À la position instantanée de la surface de charge (fig. 31). 
Examinons une voie de chargement quelconque À —+ B— C. Au 
point initial À correspond l'état de contrainte initial of; à l’inté- 
rieur ou à la surface Z. Le point B (état de contrainte 6;;) se 
trouve sur la surface ©. Une charge complémentaire d0;; infiniment 
petite est produite au point B. Elle a pour l’effet respectivement 
la déformation élastique def; et la déformation plastique def. 


De rr 


es 


Li 
c/ di 
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ZT’ désigne une nouvelle position voisine de la surface de charge. 
Revenons maintenant au point À par une voie quelconque € —+ À. 
Conformément au postulat de Drucker, le travail des contraintes 
complémentaires pour le cycle entier sera positif, c.-à-d. 


$ (oy— 0) dei; > 0. 


Pour la voie fermée ABCA, le travail des contraintes complé- 
mentaires est nul pour les déformations élastiques def, par conséquent, 


$ (oi — où) der > 0. 
La déformation plastique n’ayant lieu que sur un intervalle infini- 
ment petit B—C, la dernière inégalité prend la forme 
(oi — où) de; > 0. (18.1) 


Cette inégalité est parfois appelée principe local du maximum. Pour 
le matériau écrouissable, l'égalité à zéro n’est possible qu'en l’absence 
des déformations plastiques. 


de. : 


b) 


a) 


Fig. 32 
Envisageons maintenant un autre cycle pour lequel l'état de 
-contrainte initial sera l’état o;; répondant au point B sur la surface 
de charge %Y. Alors, en vertu du postulat de Drucker, on a: 
Pour la mise en charge B—C 


doi du; > 0. (18.2) 
Pour le cycle mise en charge-décharge B— C—B 
doi; deñ; > 0 (18.3) 


(étant donné que le travail de déformation élastique est nul en 
cycle fermé). 

2. Convexité de la surface de charge et nécessité de la loi associa- 
tive de l’écoulement. Conformément à l'inégalité (18.1), le produit 
scalaire du vecteur des contraintes complémentaires 6;; — 0?; (vecteur 


AB de la fig. 32) par le vecteur des accroissements de la déformation 
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plastique def, est positif. Par conséquent, dans n'importe quel cas, 
ces vecteurs forment entre eux un angle aigu. Il en découle la con- 
vexité de la surface de charge et la loi associative de l'écoulement 
(c.-à-d. la normalité de vecteur def; à la surface Z). 

En effet, soit une surface de charge Z convexe (c.-à-d. que Z 
se trouve d’un côté du plan tangent (fig. 32, a) ou du plan de réfé- 
rence, comme c’est le cas du prisme hexagonal de Tresca — Saint- 
Venant). La condition (18.1) ne sera satisfaite que si le vecteur 
def; est normal à Z ; sinon il se trouvera toujours un vecteur 6;; — 0%; 


Fig. 33 


formant un angle obtus avec def. Notons que def; dépend de la 
configuration de la surface de charge Z et non pas du choix du 
point À à l'intérieur de S. 

Par ailleurs, si la surface Ÿ n’est pas convexe (fig. 32, b}), alors, 
indépendamment de la pente du vecteur def; par rapport à la surface 
Z, on peut toujours trouver un point À pour lequel la condition 
(18.1) ne sera pas vérifiée. 

La condition (18.1) impose aussi des restrictions déterminées 
à l’écoulement plastique le long des arêtes de la surface de charge 
ainsi que dans les points coniques de cette dernière. On a déjà admis 
dans le paragraphe 17 que l'écoulement sur les arêtes est une combi- 
naison linéaire des courants de part et d'autre de l’arête, c.-à-d. 
que le vecteur del est perpendiculaire à l’arête et qu'il se trouve 
à l’intérieur de l'angle formé pa: les normales à © de part et d'autre 
de l’arête (fig. 33, a). Cette situation découle maintenant de la 
condition (18.1). Dans le cas du point conique, le vecteur écoulement 
def; doit pour la même raison se trouver à l’intérieur du cône formé 
par les normales à la surface de charge, au voisinage du sommet 
(fig. 33, b). 

3. Cas de la plasticité parfaite. Nous avons déjà noté dans le 
paragraphe précédent que le cas de la plasticité parfaite, quand la 
surface de charge (d'écoulement) Ÿ est fixée, représente le cas limite 
de l'écrouissage si toutes les surfaces de charge consécutives tendent 
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vers leur position initiale. Si l’on envisage la courbe de déforma- 
tion ©, &, symbolisant la liaison entre les contraintes et les défor- 
mations, nous aurons alors pour le corps parfaitement plastique 
AG = 0, par conséquent, Ao-Ae — 0. La mise en charge complé- 
mentaire do;; sera alors dans le plan tangent à la surface d’écoule- 
ment. La condition de positivité du travail des contraintes complé- 
mentaires doit être remplacée par la condition de non-négativité 
de ce travail. Le postulat de Drucker, avec une telle extension, 
reste également valable pour le matériau parfaitement plastique. 
L'inégalité (18.1) étant vérifiée avec le signe >, la surface d'écoule- 
ment doit être convexe. Il en sera de même du vecteur de l’écoulement 
plastique def, qui sera normal à la surface d'écoulement, illustrant 
ainsi la loi associative de l'écoulement. 
Dans le cas de la plasticité parfaite, la condition (18.3) est 
remplacée par l'égalité 
doi; de”, — 0 (18.4) 


exprimant l'orthogonalité des vecteurs qu'elle comprend. Cette 
condition satisfait au phénomène de mise en charge B —+ C et au 
cycle tout entier B— C —+ B. 

4. Considérations finales. Le postulat de Drucker, généralisant 
essentiellement de simples faits, conduit à des conclusions importan- 
tes concernant la convexité de la surface de charge et la néces- 
sité de la loi associative de l'écoulement plastique. Il est évident 
que l’on peut maintenant construire les équations de la plasticité 
d’une autre façon que dans les paragraphes précédents. En effet, 
il suffit pour cela de partir de la notion de la surface de charge et 
d'adopter le postulat de Drucker ainsi que la condition de continuité 
(paragraphe 17). Les équations de l'écoulement plastique, examinées 
au paragraphe 13, découleront nécessairement de ces hypothèses. 

Notons, enfin, que les inégalités (18.1). (18.2) résultant du 
postulat de Drucker permettent aussi d’aborder sans difficultés 
l'établissement des théorèmes d’unicité et des principes d'extre- 
mum (chapitre VIII). 


19. SUR LES ÉQUATIONS DE LA THERMOPLASTICITÉ 


Les éléments de nombreuses machines et installations sont sollici- 
tés dans des conditions de température élevée et souvent transitoire. 
Les déformations plastiques sont fréquentes pour ces conditions. 
L'analyse du comportement plastique des métaux se complique 
notablement s’il y a un champ de température du fait que la limite 
d'écoulement dépend de cette dernière. Par la suite, on suppose 
que la température ne soit pas trop élevée et on peut donc négliger 
les déformations dues au fluage à chaud. Cette condition peut être 
affaiblie si la déformation se produit dans un petit intervalle de 
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temps, car dans ce cas les déformations dues au fluage ne parviennent 
pas à se développer et on peut les négliger. 

1. Equations de la théorie de l'écoulement plastique. Si la tem- 
pérature varie, le changement relatif de volume est défini par la 
relation connue 

e — 3ko + 3a6, (19.1) 


où k est le coefficient de compression volumique, & le coefficient 
de dilatation thermique linéaire et 6 la température. 

Les composantes du déviateur des déformations e;; ne comprennent 
pas évidemment de dilatations thermiques, par conséquent, les 
accroissements de ces composantes seront la somme des accroisse- 
ments des composantes de la déformation élastique et de la défor- 
mation plastique: 


dei; = dei; + der;. (19.2) 


Les composantes des déviateurs des contraintes et des défor- 
mations élastiques sont liées par la loi de Hooke, c.-à-d. 


dé = 5 dis. (19.3) 


où G est le module de glissement (coefficient d'élasticité transversale). 

Envisageons maintenant les composantes plastiques dek;. Comme 
pour le cas isothermique, la théorie repose sur la notion de surface 
de charge Ÿ se trouvant dans l’espace des contraintes et limitant le 
domaine des déformations élastiques. Dans le cas non isothermique, 
la surface de charge dépend encore de la température, c.à-d. 
qu’elle sera définie par une relation de la forme 


f (15, 8,q, ...)=0. (19.4) 


Bornons-nous à envisager le cas simple de l’écrouissage isotrope 
correspondant à la condition (17.2). On peut alors écrire l’équation 
de la surface de charge sous la forme 


f=sijsi;—(q. 8) — 0. (19.5) 


Si la déformation plastique continue à se développer. le point 
figuratif se trouve sur la ue de charge (19.5) et en conséquence 


C) 
df= dy + L 40 + SL dg—0. (19.6) 


Examinons le critère de la mise en charge et de la décharge. 
Désignons par d'f les deux premiers termes dans (19.6). 

La décharge. Dans ce cas. le point figuratif se précipite à l’inté- 
rieur de la surface de charge, c.-à-d. que df << 0; les déformations 
plastiques restant invariables, on a par conséquent dg = 0 et 


’ Q 9 
d'f= x dsi+-$ dd < 0. 
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Les changements neutres. df — 0 si le point figuratif se déplace 
sur la surface de charge X. À ce moment il n’y a pas de déformations 
plastiques, c.-à-d. dg — 0. On a alors des changements neutres. 
Dans ce cas 


d'f— _ dsi5+ 2 21 d0 —0. 
La mise en charge. S'il y a déformation plastique, le point figura- 
tif se trouve tout le temps sur la surface © en déplacement, c.-à-d. 
df = 0. 
A la mise en charge “ei satisfait la condition 


d'f= 2 ds: + 21 d0 > 0. 


Passons maintenant à ones des relations existant entre les 
accroissements des composantes de la déformation plastique. Comme 
dans le cas isothermique (paragraphe 17), ces accroissements doivent 
être proportionnels à la grandeur d'f qui caractérise le passage 
de la mise en charge à la décharge. Par la suite, on suppose valable 
aussi la loi associative de l'écoulement dans le cas non isothermique. 
Par conséquent, le vecteur accroissements de}; doit être dirigé suivant 
la normale à la surface de charge © dans l’espace des contraintes, 
ce qui revient à dire que les grandeurs dek doivent être proportion- 
nelles aux cosinus directeurs de la noEale à ©, c.-à-d. aux dérivées 
of 


——. Ainsi, 
ds, 
der; =0 pour d'f<0 os 
0 19.7 
de; =g Le =——d'f pour d'f> } (ee 


où g > 0 est la fonction d’écrouissage caractérisant le degré atteint 
de l’écrouissage et dépendant de l’histoire de la déformation et de 
l’échauffement. La fonction g est liée à l’équation de la surface de 
charge (cf. paragraphe 17). 

On se heurte à des difficultés notables dans l'élaboration des 
équations de la thermoplasticité qui sont vérifiées dans les limites 
assez étendues de variations des contraintes et de la température. 
Les différents aspects de ce problème sont discutés dans les ouvra- 
ges [+3. 78, 88, 90], 

2. Cas de la plasticité parfaite. S'il n’y a pas d’écrouissage, la 
surface d'écoulement sera définie par l'équation 


f (sas, 0) — 0. 
Notamment, pour la condition d'écoulement de von Mises: 


f= sise (8) 0, (19.8) 
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où la limite d'écoulement k est une fonction de la température 8. 
Conformément à la loi associative de l’écoulement (16.7) et à la 
condition (19.8), on trouve: 


de; =0 pour la décharge, | 
def;= dh-si; pour f—0 et df=0, 


où le facteur dA est proportionnel à l'accroissement du travail de dé- 
formation plastique. 

3. Equations de la théorie des déformations. Comme dans la 
théorie de l'écoulement, le changement relatif de volume est déter- 
miné ici par la relation (19.1), tandis que les composantes du dévia- 
teur des déformations représentent la somme des composantes de 
la déformation élastique et de celles de la déformation plastique: 


ea = ei; éf5. (19.10) 
Les composantes du déviateur des déformations élastiques satis- 


font à la loi de Hooke (19.3). Pour les composantes du déviateur 


des déformations plastiques, nous avons des relations analogues aux 
formules (14.5): 


(19.9) 


= PSiy, (19.11) 


où, dans le cas d’écrouissage, @ —  (T, 0). Les défauts de la théorie 
des déformations sont encore plus apparents dans le cas non isother- 
mique. Les variations finies de la température ont pour effet de 
mener à une déformation plastique univoque. Néanmoins, la théo- 
rie des déformations trouve des applications courantes pour le calcul 
des contraintes thermiques au-delà de la limite élastique. Cependant, 
on doit en même temps respecter des restrictions notables : la mise 
en charge doit être voisine de la mise en charge simple et la tempé- 
rature doit varier monotonement. 

Dans ce qui précède, nous avons examiné un cas d'écrouissage. 
S'il s’agit de la plasticité parfaite, la fonction œ reste indéfinie, 
mais on ajoute la condition d'écoulement (par exemple, la condition 
de von Mises (19.8)). 

4. Considérations finales. D'’habitude, dans les problèmes ther- 
miques, il ne faut pas négliger les déformations élastiques. Néan- 
moins, on peut, dans certains cas d'écoulement plastique développé, 
utiliser un schéma rigide-plastique. 

De même que dans le cas isothermique, on peut envisager les 
surfaces de charge (d’écoulement)singulières. On peut, par exemple, 
considérer le prisme hexagonal de Tresca — Saint-Venant. Les idées 
précédentes se conservent pour l'écoulement sur l’arête (paragra- 
phes 16 et 17). 

Le lecteur trouvera les solutions des problèmes particuliers et les 
généralisations suivantes dans la littérature spéciale consacrée à la 
thermoplasticité [43 71. 88, #0], 
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Exercices du chapitre II 


1. Etablir la condition de plasticité de von Mises pour le cas de la défor- 
mation symétrique axiale d’un tube à paroi mince (paragraphe 7). 

2. Etablir la condition de platine de Tresca — Saint-Venant (tax = 
— const) pour une enveloppe sphérique fermée mince, sollicitée par une pres- 
sion interne. 

3. Soit une enveloppe sphérique fermée mince, faite d'un matériau écrouis- 
sable, qui est soumise à l’action de la pression interne. Trouver la relation 
entre la pression et les variations du diamètre de l'enveloppe. 

4. Les équations de la théorie des déformations (paragraphe 14) et de la 
théorie de l'écoulement (paragraphe 13) sont équivalentes en traction mono- 


axiale. Expliquer alors comment sont liées les fonctions g(T) et F (T)? 

5. Soit une feuille plane uniformément étendue dans toutes les directions 
suivant son plan. Etablir pour cette feuille la condition d'écoulement de von 
Mises et de Tresca — Saint-Venant. 

6. Soit une feuille mince et plane, se trouvant dans le plan x, y et soumise 
à la traction uniforme q dans la direction des x et à la compression uniforme p 
dans la direction des y. Etablir les conditions d'écoulement de von Mises et 
de Tresca — Saint-Vanant. Comment seront orientés les éléments de surface 
sollicités par une contrainte tangentielle maximale? 

7. Dans le plan des contraintes principales 0,, 02, la courbe d'écoulement 
est définie par les conditions |o|—=0,, | 0,1 = 6,. Ecrire les équations 
d'écoulement dans différents régimes selon la loi associative. 

8. Trouver la fonction d'écrouissage g dans le cas d’unc surface de charge 


de la forme (s;5 — ce?) (si — cel) — A. 


CHAPITRE IIl 


ÉQUATIONS D'ÉQUILIBRE 
ÉLASTO-PLASTIQUE. 
PROBLÈMES ÉLÉMENTAIRES 


20. SYSTÈME D'ÉQUATIONS D'ÉQUILIBRE PLASTIQUE 


Dans les domaines de la déformation élastique auxquels satis- 
fait la loi de Hooke, les champs de contraintes et de déformations sont 
décrits par les équations de la théorie de l’élasticité. 

Dans les domaines de la déformation plastique, les équations 
applicables sont celles de la théorie des déformations plastiques ou 
de la théorie de l'écoulement plastique (ou, peut-être encore, des 
relations plus complexes). Les systèmes d'équations caractérisant 
les champs de contraintes et de déformations y sont bien plus 
complexes. Nous examinerons donc brièvement ces systèmes. 

1. Théorie de la déformation plastique. Pour la mise en charge 
on obtient, dans ce cas, des équations qui ressemblent à un certain 
degré, quant à leur forme, aux équations de la théorie de l’élasticité. 
Ici, on peut également indiquer les équations d'équilibre plastique 
ne contenant que les déplacements ou les contraintes. 

Les équations différentielles d'équilibre relatives aux déplace- 
ments, qui généralisent les équations connues de Lamé dans la théo- 
rie de l’élasticité, pourront être établies comme suit. Profitons des 
formules (14.17): 


(20.1) 


où le potentiel du travail de déformation IT est une fonction des com- 
posantes de la déformation. Introduisant (20.1) dans l’équation'd’équi- 
libre (4.2), on en vient au système de trois équations: 

à TI 

= ( zx) +pF;,=0. (20.2) 
Eliminant de cette équation les composantes de la déformation à 
l’aide des formules (2.3), on obtient un système de trois équations 
différentielles non linéaires aux dérivées partielles de deuxième ordre 
par rapport à des fonctions inconnues u;. Les systèmes seront diffé- 
rents pour l’état d'écoulement et pour l’état d’écrouissage en raison 
de la diversité des potentiels du travail de déformation. Les équations 
71-0853 


s&. ÉQUATIONS D'ÉQUILIBRE £LASTO-PLASTIQUE (CH. III 


(20.2) se réduisent aux équations différentielles de Lamé si on prend 
pour II l'expression du potentiel élastique (14.16). 

Pour obtenir un système d’équations exprimées en composantes 
de la contrainte, il faut joindre aux équations différentielles d’équi- 
libre des relations analogues aux identités de Beltrami — Mitchell 
de la théorie de l’élasticité. A cet effet, on introduit les composantes 
de la déformation découlant des équations de Hencky (14.6) dans 
les conditions de compatibilité de Saint-Venant (2.16). En outre, 
on rattachera en même temps à l’état d'écoulement la condition de 
plasticité de von Mises qui est nécessaire pour définir la fonction 1. 
A l’état écroui, la fonction 1 sera définie directement par les con- 


traintes 2 = g (T), ce qui rend superflue la relation complémentaire. 

Les systèmes d’équations correspondants ne sont pas développés 
ici en raison de leur complexité; pour les problèmes particuliers il 
est plus commode d'établir les équations directement. 

Il va de soi que les méthodes classiques de l'intégration des équa- 
tions de la théorie de l’élasticité ne sont pas applicables aux équa- 
tions différentielles d'équilibre plastique. Néanmoins, les équations 
envisagées se prêtent bien aux méthodes de solution numériques. 
On utilise aussi avec succès différents procédés d’approximations 
successives. Bien entendu, la réalisation de ces méthodes implique 
en général l'emploi d'ordinateurs. 

Nous indiquerons ici les modifications réussies de la méthode 
des différences finies dues’ à Southwell [°]. Par la suite, les énoncés 
variationnels des problèmes aux limites correspondants peuvent 
eux aussi être utilisés dans l'élaboration des solutions approchées 
(cf. paragraphes 67, 68). 

On applique diverses variantes de la méthode des approximations 
successives pour résoudre les équations non linéaires de la théorie 
des déformations dans le cas de l'écrouissage. La solution des pro- 
blèmes de la théorie de plasticité se réduit alors à la solution d’une 
série des problèmes linéaires dont chacun peut être interprété comme 
Del problème d'élasticité (« méthode des solutions élastiques » 

* 87). 

Examinons brièvement quelques-uns de ces schémas. 

La méthode des charges complémentai- 
res. Ecrivons les relations (14.24) sous la forme 


ou = (27 + 2Ge15) + 218 (1) — GJ ess. 


Les termes soulignés déterminent les écarts par rapport à la 
loi de Hooke. Introduisons ces relations dans les équations diffé- 
rentielles d'équilibre et dans les conditions aux limites (1.2), les 
termes dus à la présence de termes soulignés et transmis dans les 
seconds membres des équations étant considérés comme connus. 
Les équations obtenues peuvent alors être interprétées comme étant 
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des équations de la théorie de l'élasticité relatives aux déptaee- 
ments, mais avec des forces de volume et de surface complémentaires. 
A l’approximation d'ordre zéro, on pose ces charges, complémen- 
taires égales à zéro et on résout le problème de la théorie de l’élasti- 
cité. Les valeurs trouvées de u{°” sont introduites dans les seconds 
membres et l'on résout le problème de la théorie de l’élasticité avec 
les charges complémentaires calculées pour déterminer la première 
approximation, etc. 

La méthode des déformations complé- 
mentaires. Ecrivons les relations (14.23) sous la forme 


Eiy= (xoô, + su) ++ [en-+] Sij, 


et résolvons le problème par rapport aux contraintes. Les équations 
différentielles d'équilibre et les conditions aux limites (1.2) reste- 
ront sans changement, tandis que les équations de la continuité con- 
tiendront des termes supplémentaires que l’on peut interpréter com- 
me des déformations complémentaires et déterminer par les appro- 
ximations successives. 

La méthode des coefficients variables 
d'élasticité. On écrit le système d'équations sous la forme 
d'équations de la théorie de l’élasticité à « coefficients d’élasticité » 
variables et l’on applique la méthode du calcul pas à pas. 

La convergence des méthodes exposées n’est étudiée qu’en partie. 

2. Théorie de l'écoulement plastique. Les équations sont ici 
beaucoup plus compliquées. Les équations de l’écoulement plastique 
renfermant les composantes de la contrainte et les accroissements 
infiniment petits de ces composantes, et d'ailleurs, comme nous 
l'avons déjà noté, sous une forme non intégrable, en principe il ne 
semble pas possible de pouvoir résoudre ces équations par rapport 
aux contraintes. Par conséquent, on ne peut pas établir un système 
d'équations relatives aux déplacements, analogue à (20.2). 

Il est possible d'établir un système d’équations ne comportant 
que les contraintes; cependant, outre les dérivées des composantes 
de la contrainte suivant les coordonnées, il renfermera aussi les 
dérivées des accroissements infiniment petits des composantes de 
la contrainte suivant les coordonnées. 

Dans les problèmes particuliers, on emploie d'habitude diffé- 
rents procédés d’intégration numérique en suivant pas à pas l’évolu- 
tion de l’état plastique pour les petits accroissements successifs du 
paramètre de la charge. On peut trouver les exemples de tels cal- 
culs dans le livre de R. Hill [*’]. A chaque étape, il importe de ré- 
soudre un certain problème pour un corps anisotrope élastique à 
coefficients d'élasticité variables (ce problème est évidemment 
compliqué par les domaines éventuels de la décharge). 


7 


; 4100. : ÉQUATIONS D’ÉQUILIBRE ÊLASTO-PLASTIQUE [CH. Ill 


PRET 

: Le problème se simplifie dans une certaine mesure si l’on peut 
négliger les accroissements des composantes de la déformation élas- 
tique par comparaison avec les accroissements des composantes de 
la déformation plastique. 


21. CONDITIONS DE CONTINUITÉ À LA FRONTIÈRE 
DES DOMAINES EÉLASTIQUE ET PLASTIQUE 


| Le corps se trouve entièrement dans un état élastique tant que 
l'intensité des contraintes tangentielles T n'aura atteint nulle part 
la limite d’écoulement +r,. En général, avec l'accroissement des 
charges, des domaines de plasticité se forment dans le corps où ils 
sont séparés du domaine élastique 

par la surface 

1 

SF (21.1) 
si l’on part de la théorie des défor- 
mations plastiques, et par la surface 


A» =0 (21.2) 


si l’on se base sur les équations 
de la théorie de l'écoulement (!). 
Etudions les changements que 
subissent les composantes de la 
contrainte et de la déformation lors 
| du passage à travers la surface Z qui 
Fig. 34 sépare les domaines V, et V, des 
différents états du milieu. 
Traçons, en un point arbitraire de cette surface, un système des 
coordonnées rectangulaires x, y, z de manière que l’axe des z soit 
orienté suivant la normale à la surface Z et que les axes des x et y 
se trouvent dans le plan tangent (fig. 34). Marquons les grandeurs 
se rapportant au domaine V, par un accent et celles du domaine V, 
par deux accents. 
Les équations d'équilibre de l'élément de surface Z mènent 
évidemment aux conditions 


p—0 ou —const— 


Or = Or, Ter = Tres Ty = Tyse (21.3) 


Nous supposerons que les déplacements sont des fonctions continues 
(c.-à-d. qu’il n’y a ni « fissures », ni « glissements »). Alors, l'arc 
arbitraire tracé sur la surface © doit présenter le même allongement 
quel que soit le côté dont on s'approche de E ; cette condition sera 


(*) Notons que æ et 4 (ainsi que 4) varient de façon continue, c.-à-d. 
qu'il y a un passage continu de l'état d'élasticité à celui de plasticité. 
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vérifiée si sur Ÿ 


Ex Ex, Ep Ep Vey= Vu (21.4) 


Envisageons tout d'abord les équations de la théorie des déjor- 
malions; nous avons ici = 0 sur ©, et il découle alors des relations 
citées et des équations de Hencky 


Ok — V (0, +0:) = 0:— v (07 + 0), 
Oy— v (0 + 0!) = 0ÿ— v (0% + 05), (21.5) 


L C2 
Try = Txye 


Utilisant la première relation (21.3), on trouve des équations 
(21.5) que 64 = 0%, 0 — 0%, Ce qui signifie que foutes les compo- 
santes de la contrainte sont continues sur la surface de séparation S. 
Il résulte alors de l'équation de Hencky que toutes les composantes de 
la déformation sont elles aussi continues sur Y. 

Adressons-nous maintenant aux équations de la théorie de l’écou- 
lement plastique. Les composantes de la déformation plastique 
seront nulles pour les éléments se trouvant sur © du côté de la zone 
plastique. Envisageons un point quelconque du milieu; ce point 
éprouve tout d’abord une déformation élastique et, sous charges crois- 
santes, lorsque sera atteinte la limite d'écoulement, la surface de 
séparation © s'’approchera du point en question. Les composantes 
de la contrainte et de la déformation des deux côtés de la surface Z 
sont liées par la loi de Hooke compte tenu du fait qu'il y a un pas- 
sage continu de l’état élastique à l’état d'écoulement. Mais alors 
les raisonnements se rapportant au cas précédent sont entièrement 
valables au même titre que les conclusions selon lesquelles toutes 
les composantes de la contrainte et de la déformation sur Z sont 
continues. 

Une analyse analogue permet également d'établir la continuité 
des composantes de la contrainte et de la déformation lorsque l’on 
passe de l’état d'écoulement à celui de l’écrouissage. 


22. DÉFORMATIONS ET CONTRAINTES RÉSIDUELLES 


Si, lors de la mise en charge, le corps éprouve une déformation 
hétérogène, la décharge sera en général accompagnée non seulement 
des déformations résiduelles, mais aussi des contraintes résiduelles. 

Supposons qu’à l’état de charge maximale (ce qui peut être repré- 
senté schématiquement par le point B sur la fig. 18, a) suivi d’une 
décharge correspondent des forces extérieures : forces de volume F, 
forces de surface F,, composantes de la contrainte o;;et composantes 


de la déformation &;,. Lors de la décharge le corps obéit à la loi de 
Hooke (paragraphe 11). Supposons que la décharge se termine par 
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une réduction à zéro de toutes les forces extérieures, le corps recevra 
alors les contraintes résiduelles o*; et les déformations résiduelles e;. 
Considérant les déformations comme étant petites, on admet que la 
décharge soit réalisée par l'application des forces inverses — F 
et — F,. 

On peut considérer les contraintes o;; ct déformations &;; de 
départ comme des contraintes et déformations initiales (propres) 
quelconques du corps. Il est notoire que, pour les petites déformations 
élastiques (quand le principe de superposition des sollicitations des 
charges est généralement valable), la présence de contraintes et défor- 
mations initiales est sans effet pour les valeurs des contraintes et 
des déformations engendrées par les forces extérieures. Autrement 
dit, on peut déterminer les déformations et contraintes élastiques 
dues aux forces extérieures en considérant qu'il n'y a aucune con- 
trainte ou déformation initiale dans le corps (!). 

Ainsi, on peut trouver les contraintes of; et les déformations e;} 
répondant aux forces appliquées imaginaires — F et — F, sans 
tenir compte de la distribution initiale des contraintes o;; et des 
déformations &;,. Grâce à la possibilité de la superposition, les con- 
traintes et les déformations résiduelles sont égales aux sommes res- 
pectives suivantes: 


Oij= Ou O5 Et tit et. (22.1) 
Les déplacements résiduels u? seront évidemment égaux à 


u? =u, +uf. (22.2) 


Les résultats gardent leur signification {ant que la loi de Hooke 
ne sera pas perturbée à la décharge, c.-à-d. Lant que l'intensité des 
contraintes résiduelles 7° ne dépassera pas 
une certaine valeur dépendant des propriétés 
du matériau. Si cette condition n’est pas 
vérifiée, la décharge est accompagnée de 
déformations plastiques secondaires. L'ana- 
lyse de la décharge est dans ce cas nota- 
blement compliquée (cf. 118:86]). 


En guise d'exemple simple, envisageons un 

Fig. 35 système de trois barres de longueur ! identique 

et de section F égale (fig. 35). Admettons que 

la barre verticale est de trop et soit z la contrainte dans cette barre. Partant 
des conditions d'équilibre, on trouve que les contraintes dans les barres 


() En raison de quoi dans la théorie de l'élasticité, il est admis qu’il n'y 
a dans le corps ni déformations, ni contraintes en l'absence de forces extérieures 
(hypothèse sur l’état naturel du corps). 
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sont 
P 
SAS P—T; ST; Pr (22.3) 


Pour le système élastique, nous avons 
s sh s ssh ; Par | (22.4) 
2 3?! 1 3 ’ 2 ‘8 


Si p = 5 o,, la barre 2 passe à l'état plastique et alors s, = ©,. Les con- 
traintes dans les barres du système élasto-plastique sont égales à 


50=0,; Hæ=S3=p—0,. (22.5) 

Cette solution est vraie tant que 5, = 5, < 6, ; la charge limite est atteinte 

lorsque 51 = ss = ©, et l’ensemble du treillis passe à l’état plastique. Ainsi, 
P < 204- 


Déduisant les contraintes élastiques (22.4) de (22.5), nous trouverons les 
contraintes résiduelles 


2 2 
SO PS AS P—Os (22.6) 


Par suite de la condition p < 20,, dans l'exemple envisagé, il n’y aura 
pas de déformations plastiques secondaires à la décharge. 
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Le corps est dans un état élastique lorsque les charges qui le 
sollicitent sont suffisamment petites. La croissance des charges y fait 
apparaître des domaines de déformation plastique; pour les maté- 
riaux non écrouissables examinés dans ce paragraphe ce seront les 
domaines d'écoulement. Leurs frontières, inconnues a priori, sont 
déterminées en partant des conditions de continuité (paragraphe 24). 
Les difficultés mathématiques auxquelles se heurte la solution de 
tels problèmes composés sont très importantes. On n'en connaît 
la solution que pour les cas les plus simples. Les simplifications éven- 
tuelles ultérieures de l’énoncé du problème acquièrent donc une im- 
portance majeure. 

Il convient de mentionner avant tout l'hypothèse souvent uti- 
lisée de l’incompressibilité du matériau (k = 0). Cela conduit à une 
simplification notable des équations et représente une approxima- 
tion fort bien acceptable dans de nombreuses questions. Cependant, 
la difficulté essentielle, qui réside dans la nécessité de résoudre le 
problème composé élasto-plastique, n’est pas éliminée. 

Le schéma d'un corps rigide-plastique a reçu dernièrement un 
développement notable. Dans ce schéma, les déformations élastiques 
sont totalement négligées. Alors les équations de l’état plastique se 
simplifient notablement; ce seront, par exemple, les équations 
de Saint-Venant — von Mises (13.12). 
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Autrement dit, on adopte une valeur infinie pour le module 
d'élasticité (£ —> co), ce qui correspond au passage de la courbe de 
déformation ayant un tronçon élastique (fig. 36, a) à la courbe de 
déformation n'ayant qu'un seul palier d'écoulement (fig. 36, b). 
Les pointillés avec les flèches figurant sur ces dessins montrent, 
dans les deux cas, comment se produit la décharge. 

La question ainsi posée, le corps restera totalement indéformable 
(« rigide ») tant que l’état de contrainte n'aura commencé à satis- 
faire à la condition d'écoulement dans un point quelconque du sys- 
tème et l'écoulement plastique ne deviendra possible. Certaines 


T 


Fig. 36 


parties du corps restant rigides, il faudra trouver, pour les zones 
plastiques, des solutions telles que les vitesses à leurs frontières 
correspondent aux vitesses de mouvement des parties rigides. 

Il est naturel que ce schéma ne soit pas toujours applicable. 
Il mènera à une solution approchée convenable si le domaine plas- 
tique est tel que rien ne s'oppose au développement des déforma- 
tions plastiques. Le problème de l'extension d'une plaque ayant 
un orifice suffisamment grand (fig. 102 et 103) peut en servir d’exem- 
ple ; la déformation plastique y est localisée dans la section affaiblie. 
Ceci implique que les déformations plastiques peuvent surpasser 
notablement les déformations élastiques et justifie donc l'’appli- 
cation du schéma du corps rigide-plastique. 

S'il se trouve que le domaine plastique est renfermé dans un 
domaine élastique (comme c'est le cas d’un espace avec une cavité 
sphérique sollicité par une pression intérieure, fig. 41) ou que l’écou- 
lement plastique rencontre des obstacles par suite des particularités 
de la géométrie du corps ou en raison du caractère spécial des con- 
ditions aux limites, le schéma du corps rigide-plastique peut conduire 
à des erreurs appréciables. 
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L'interprétation successive du schéma du corps rigide-plastique 
est liée à une série de difficultés. Notons, avant tout, que la solu- 
tion élaborée suivant ce schéma risque en général de ne pas coïncider 
avec la solution d’un problème élasto-plastique similaire pour £ — co. 
En maintes occasions (pour la flexion pure d’une barre par exemple), 
les domaines élastiques ne disparaissent que dans le cas d’une cour- 
bure infiniment grande, c.-à-d. que ce passage à la limite implique 
l'analyse des grandes déformations (ou l’énoncé de conditions par- 
ticulières pour la croissance simultanée de £). Il n’existe pas de théo- 
rèmes permettant de juger de l’affinité des solutions des problèmes 
élasto-plastiques et des problèmes rigides-plastiques. Par la suite, 
dans les parties rigides, les contraintes doivent avoir un caractère 
acceptable lorsqu'elles se prolongent de la zone plastique et ne pas 
atteindre la condition d'écoulement, c.-à-d. que l'inégalité T << +, 
doit être respectée. Cette condition est difficile à vérifier du fait 
que la distribution des contraintes dans les parties rigides est indé- 
terminée. L'absence d’unicité du champ des vitesses, caractéristique 
du schéma rigide-plastique, est liée à cette circonstance. 

Néanmoins, la conception du corps rigide-plastique a permis de 
construire plusieurs nouvelles solutions (non seulement pour les 
problèmes statiques, mais aussi pour les problèmes dynamiques; 
cf. par exemple le paragraphe 78), bien confirmées par les expériences, 
et de formuler plus correctement nombre de problèmes relatifs à 
la théorie de la plasticité. 

Pour conclure, nous notons que, comme pour le schéma du systè- 
me rigide-plastique (caractérisé par un palier d'écoulement), on intro- 
duit parfois le schéma d’un corps rigide susceptible d’écrouissage qui 
est montré sur la figure 36, d, pour le cas de l’écrouissage linéaire. 
Ici également on néglige entièrement les déformations élastiques. 
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Envisageons le problème de la flexion élasto-plastique des pou- 
tres; pour des raisons de simplicité, admettons que la section de la 
poutre possède deux axes de symétrie (fig. 37). 

1. Flexion pure. Envisageons la flexion pure d’une poutre de 
section constante pour laquelle toutes les composantes du tenseur des 
contraintes, sauf ©.,, sont nulles, &. n'étant d’ailleurs que la fonc- 
tion de la coordonnée y. Pour la poutre élastique, nous avons 


M 
Ox= T # 


où M est le moment de flexion et J, le moment d'inertie de la sec- 
tion. 
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En l'absence d’écrouissage, dans les zones plastiques nous avons 
conformément à la condition d’écoulement 
0x1 = Os 


Il est évident que la mise en charge de chaque élément est simple 
lorsque M croît et que, par conséquent, l’on peut se fonder sur les 
équations de la théorie des déformations. 


Section Section 
élastique elasto-plastique 


TI 
z 
Z es, : 
déformations. % y} 
plastique: 
£ ty) 
& 


Fig. 37 


Il est facile de voir que, selon l'hypothèse des sections planes 
et les équations relatives à cette théorie, les composantes de la défor- 
mation seront 


dv 1 k 
Ex = — "Ze br Eu = = — 7 ext+ 5 as Vau = Vyz = Ye: = 0, 


où v — v (x) est le déplacement de l'axe de la poutre (flèche). Les 
composantes du tenseur des déformations étant des fonctions linéai- 
res de la seule coordonnée y, les identités de Saint-Venant sont 
vérifiées. Il en est de même des conditions de continuité sur la sur- 
face de séparation. Ainsi (1), 


A 

= "+ pour |yl<£, (24.1) 
osesign y pour [y[>t, 

où & est la distance dans la section donnée entre le plan neutre de 

la poutre et la zone de plasticité permanente. Le moment de flexion 


M est supposé positif; s’il est négatif, on mettra le signe moins de- 
vant Os. 


(*) La fonction sign y est définie par les égalités: sign y = +1 poury > 0, 
sign y = —1 pour y < 0, sign0= 0. 
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Le moment des contraintes est égal au moment de flexion 


M = e Je+0%8 p, (24.2) 


où J, est le moment d'inertie du noyau élastique et ds le moment 


statique de l’une des zones plastiques par rapport à l'axe des 2: 
(4 h 
Je=2| b(y)ydy, Sp=2 | b (y) y dy. 
0 è 


Ici, b (y) est la largeur de la section et 2h, la hauteur totale du profil. 
Ainsi. à une section: de forme donnée répond la relation déterminée 
M = M (0), ou, inversement, & = & (M). 

La loi de Hooke nous donne pour le noyau élastique : 


Ox == — Eye. 


A la limite du noyau élastique y = &, 6, — 64, et la courbure de 
l'axe de la poutre sera donc définie par l'équation 


ER (On, LS (24.3) 


La solution obtenue satisfait à toutes les équations de l'équilibre 
élasto-plastique. Si le moment est négatif, on changera le signe 
devant 04. 

Lorsque l’on supprime le moment de flexion, des contraintes et 
déformations résiduelles, définies selon le schéma exposé au para- 
graphe 22, apparaissent dans la poutre. Supposons qu’au moment 
fléchissant donné M correspond la distribution élasto-plastique 
des contraintes 6, (ligne pleine sur la fig. 38, a). Sur ce diagramme, 
le pointillé montre la répartition des contraintes — 6% dans la 
poutre élastique pour le même moment fléchissant. En soustrayant 
ces épures, on trouve le diagramme des contraintes résiduelles 6£ 
(fig. 38, b). La courbure résiduelle de la poutre s’obtiendra par sous- 
traction de la courbure de la poutre élastique de celle de la poutre 
élasto-plastique. 

La zone des déformations plastiques augmente avec l'accroisse- 
ment du moment de flexion (c.-à-d. que & diminue); à la limite 
& — VU et le moment fléchissant est égal à 


M, — Os p- {24.4) 


Cette valeur du moment de flexion est appelée limite; elle cor- 
respond à l’état tout à fait plastique de la poutre, quand l’épure 
des contraintes dans les sections de la poutre prend l'aspect qui est 
montré sur la figure 39. 
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Le plan neutre est alors le plan de discontinuité des contraintes 
et la courbure pour l’état limite tend vers l'infini. Il y a lieu de sou- 
ligner cependant que le moment de flexion, pour des déformations 


Ê 
fl $ Ë 


Fig. 38 Fig. 39 


plastiques relativement petites, est déjà proche du moment limite 
et, par conséquent, la notion du moment limite conserve sa 
valeur pratique. 

Considérons l'exemple d’une section rectangulaire ; ici 


M . A pE\: : 
= bh2 ER S RR ALR : 

M,= bo, = 1 (+) , (24.5) 

Il en découle que pour + L + le moment de flexion se distingue déjà 


du moment limite de moins de 4 %. 

2. Flexion transversale. Sous l'effet des charges transversales, 
la flexion est plus complexe et s’accompagne notamment des con- 
traintes tangentielles +r,, que l’on peut négliger néanmoins pour les 
applications usuelles (c.-à-d. pour des poutres suffisamment lon- 
gues), comme cela a lieu dans la résistance des matériaux. Cela 
s'explique par le fait que les hypothèses de la théorie des barres min- 
ces présentent un caractère essentiellement géométrique. 

Le moment de flexion varie suivant la longueur de la poutre 
et & est également variable. La disposition des zones plastiques le 
long d'une poutre à section donnée peut être facilement calculée 
si on introduit dans la relation & = & (M) le moment de flexion en 
fonction de x. Il convient de distinguer les tronçons de poutre dont 
la déformation est élastique de ceux qui éprouvent une déformation 
élasto-plastique (fig. 37). Si les premiers sont satisfaits par l’équa- 
tion différentielle de la flèche des poutres élastiques, il faudra ap- 
pliquer l'équation différentielle (24.3) pour les tronçons élasto- 
plastiques de la poutre. Cela étant, pour les problèmes statiquement 
déterminés, le second membre de l'équation sera une fonction connue 
de x, tandis que dans les problèmes statiquement indéterminés, il 
faudra encore introduire des inconnues. Dans les deux cas, l'équa- 
tion différentielle (24.3) est facilement intégrable. La flèche et la 
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pente de la tangente à la ligne élastique seront continues aux points 
de raccordement des tronçons élastiques et élasto-plastiques. 

On trouve le moment limite d’après la formule précédente 
(24.2) ; contrairement à la flexion pure, une « articulation plastique » 
caractéristique apparaît ici dans la section subissant l'effet du mo- 
ment fléchissant maximal. 

A titre d'exemple, nous envisagerons la flexion d’une poutre de 
section rectangulaire sous l’action d'une force concentrée 2P (fig. 40). 
On a ici 
le ‘ce M z 
Ainsi, la frontière de séparation est une parabole dont le sommet, 
à l’état limite, passe par l’origine des coordonnées. La valeur de la 
charge limite est trouvée en par- 
tant des conditions de formation 
de l'articulation plastique (£ — 0): 


Pl=M,. 


A ce moment la capacité de 
charge de la poutre est épuisée 
et cette dernière se transforme 
en « mécanisme » à articulation 
plastique (fig. 40, b). La longueur 
du tronçon élasto-plastique 21, 
atteint alors sa valeur maximale, 
soit 2-0,31. 

Il est naturel d'admettre que F5 

À 


a) 


la charge limite sera une charge 

de rupture pour la poutre. Lors- c) 
que l’on procède au choix des 
dimensions de cette poutre qui 
assureraient sa résistance, il faut 
partir d’un certain coefficient de Fig. 40 

sécurité à la charge limite. 

La méthode de calcul d’après les charges limites présente un 
avantage appréciable par rapport à la méthode de calcul suivant 
les contraintes limites (maximales). Ces dernières ayant un caractère 
local ne caractérisent pas la résistance de l’ensemble de la construc- 
tion si celle-ci est exécutée avec un méfal plastique et travaille sous 
une charge régulière. Dans ces conditions, les surtensions locales 
ne sont pas dangereuses et leur calcul d’après le schéma élastique 
donne une évaluation erronée du coefficient de sécurité de la cons- 
truction. 


Les données d'expériences confirment bien la disposition des zones plasti- 
ques et les valeurs des flèches et des moments limites. Les résultats cités 
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plus haut sont faciles à généraliser pour les sections à symétrie uniaxiale. 
Il n'est pas difficile non plus de calculer approximativement les contraintes 
tangentielles à la flexion. 

Le calcul des poutres et des cadres d'après les charges limites est devenu 
d'un usage très courant; il a été exposé dans plusieurs monographies. Nous 
citerons ici, en particulier, les livres de A. Gvozdev [5], B. Neal [*], P. Hod- 
ge [*}, où l'on peur trouver également des références bibliographiques très 
vastes. Cf. aussi l'ouvrage de G. Chapiro [1%]. 


Il est intéressant d'étudier le comportement d'une poutre en 
utilisant le modèle du corps rigide-plastique (paragraphe 23). Selon 
ce schéma, la poutre reste rigide (indéformable) tant que le moment 
de flexion n’atteindra pas la valeur limite M,. Une déformation 
plastique apparaît alors dans la section sous l'effet de la force et la 
poutre « se rompt » (fig. 40, c). Certes, la localisation des déforma- 
tions plastiques dans une section tient à ce que la poutre est consi- 
dérée comme un continuum unidimensionnel, ceci sans tenir compte 
des contraintes tangentielles. Une image plus complète de l’équi- 
libre limite des poutres rigides-plastiques sera examinée plus bas 
(cf. chapitre V). 

3. Flexion des poutres en matériau susceptible d'écrouissage. 
Cette flexion peut être envisagée sur la base des suppositions ana- 
logues à celles exposées plus haut; n’ayant pas l'intention de nous 
arrêter sur ce problème, nous renvoyons le lecteur aux sources biblio- 
graphiques [52:51]. 

Notons que la flexion des poutres dont l’écrouissage est négli- 
geable peut être calculée d’après les formules citées plus haut si 
l’on considère la contrainte 6, en tant que la contrainte moyenne 
du domaine de l’écrouissage dans l'intervalle des déformations 
envisagées. 
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1. Enoncé du problème. Envisageons l'équilibre élasto-plastique 
d'une sphère creuse sollicitée par la pression intérieure p. Les cisail- 
lements Y,9 Yex Yxr et les contraintes tangentielles +,,, Tox. T+r 
sont nuls, et £, = £x, Op — 0x par suite de la symétrie centrale 
(r, @, x sont les coordonnées sphériques). Chaque élément de la 
sphère est soumis alors à la charge simple, puisque les directions 
principales restent invariables et le coefficient pu, — +1 (le signe 
supérieur se rapportant au cas de 06, > 04, et le signe inférieur au 
cas de 6, >>6,). Ainsi, on peut résoudre ce problème en se basant 
directement sur les équations de la théorie des déformations. 

Dans le problème envisagé, l'intensité des contraintes tangen- 
tielles sera égale à 


1 
T=—>|09— 07]. 


VE 
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Les contraintes normales o,, 0, satisfont à l'équation d'équi- 
libre: 
do, Or — OC SUR DES 
+2 —<=0, (25.1) 


et les composantes de la déformation 
du u 
= gr, ST)! 


où uw est le déplacement] radial, satisfont à la condition de con- 
tinuité : 


nn (25.2) 

Les conditions aux limites ont la forme: 
OC, = —p pourr=a, (25.3) 
oc, =0 pour r = b. (25.4) 


2. Etat élastique initial. La sphère est dans un état élastique si 
la pression est faible. 

Appliquant la loi de Hooke et les équations indiquées ci-dessus, 
il est facile de trouver la solution: 


(25.5) 


La distribution des contraintes est montrée en pointillé sur la 
figure 41. L'intensité des contraintes tangentielles 


VW 
un 
est maximale pour r — a. 
La sphère se trouve dans un état élastique pour les pressions 


- _2 3 = 
p<z (+) «= 
Quand p = ps, le matériau de la sphère passe à l’état plastique 


sur la surface intérieure r — a. L'accroissement ultérieur de la pres- 
sion entraîne l'extension du domaine des déformations plastiques. 


112 ÉQUATIONS D'ÊÉQUILIBRE £LASTO-PLASTIQUE (CH. III 
—__——…—…—………—……—…—…—…——.—.—….—. ……—…—__…"… —_—_. _…_— __…— ._—————…—— .….…— 


3. Etat élasto-plastique. La condition d'écoulement (on néglige 
l’écrouissage) est de la forme 


Op — 07 = +0. (25.6) 


On connaît le signe de la différence o, — ©, marquant l'apparition 
des déformations plastiques de la solution du problème élastique 
(25.5). Bien que la zone de la plasticité s'étend avec l’accroisse- 
ment de la pression, le signe de 0, — ©, y restera le même en vertu 
de la continuité de 7. Notons que ce procédé, utilisé pour choisir 
le signe, se base sur la connaissance de l’« histoire » de l’apparition 
de la zone plastique et peut être évidemment appliqué aussi aux 
autres problèmes; ainsi 


Op — Or = +0 (25.7) 
A l'aide de cette condition. 
ramenons l'équation d'équilibre 
à la forme 
do, CAE 
dr Fu 
d'où l’on tire immédiatement : 
o, — 20,lnr +C,:, 


où C, est une constante arbitrai- 

re. En la trouvant de la condi- 

tion aux limites (25.3), on obtient: 
= 20, In— p, 


} (25.8) 
Op = Or + Os. 


Nous avons affaire ici avec 
l'exemple du « problème stati- 
quement déterminé» pour lequel suffisent les équations d’équi- 
libre et la condition d'écoulement pour déterminer les contrain- 
tes dans la zone d'écoulement (sans tenir compte des déformations). 
Les problèmes statiquement déterminés constituent une classe 
importante de problèmes, caractéristique de l’état d'écoulement. 
Nous utiliserons les relations de Hencky pour déterminer les 
déformations et les déplacements dans la zone d’écoulement : 


Fig. 41 


ep = = (07 — 0) + ko, 
u (25.9) 
8e = — Ÿ(0p— 0) + ko. 


Les composantes de la déformation devant satisfaire à la condition 
de continuité (25.2), en y substituant e,, e, de (25.9) et o,, 64 de 
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(25.8), on obtient l’é re FA 


r & p+E=0, 
dont la solution est de la forme 
p=—2%+< & ; (25.10) 


où C: est une constante arbitraire. 

Pour résoudre le problème élasto-plastique mixte, il faut écrire 
la solution du problème élastique pour le domaine (cr < b), 
où la frontière c est à déterminer. Nous obtiendrons cette solution à 
partir des formules (25.5) si nous y substituons à — p et a les va- 
leurs get c, où g est la valeur de la contrainte o, à la frontière entre 
les domaines de l’élasticité et de l'écoulement. 

Pour définir les constantes inconnues c, q et C:, nous avons la 
condition de continuité de l'état 


1 
Ÿ=-x pour r=C} 
la condition de continuité pour la contrainte radiale 
O7 be 0 = Or brc+0 
et la condition de continuité pour le déplacement 
u[%-o=ul=c+0. 
Conformément à la première de ces conditions, on trouve: 
1 c \3 
v=—2k+ (+2) (+). 
Les autres conditions mènent aux équations 
g=20, l0=—p, 


ne ne Sn | (25.11) 


La répartition de la contrainte ©, pour l'état élasto-plastique est 
montrée sur la figure 41. 

4. Influence de la compressibilité. La solution obtenue permet 
d'évaluer l'influence de la compressibilité du matériau. Notons, 
avant tout, que les contraintes dans les zones élastique et plastique, 
tout comme le rayon d'extension de cette dernière, ne dépendent pas 
du coefficient de compression volumique k. Ensuite, on trouve à 
partir de (25.5) pour la zone élastique le rapport du déplacement 
au déplacement w’ pour la sphère incompressible (4 = 0): 


21446 (2). 


8—0653 
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Le maximum de ce rapport pour v = 0,3, obtenu pour r = b, est 
égal à 1,615; ainsi, dans le problème élasto-plastique donné, les 
déplacements dépendent sensiblement de la valeur du coefficient 
de Poisson. 

On peut vraisemblablement considérer que, dans les autres 
problèmes aussi, en négligeant les variations du volume on aboutit 
à des erreurs insignifiantes dans la définition des composantes 
principales de l'état de contrainte si la surface du corps est 
sollicitée par des charges données. 

5. Contraintes et déformations résiduelles. Soit p la pression 
supprimée ; des déformations et des contraintes résiduelles se mani- 
festeront alors dans la sphère. Pour les définir, il faudra trouver les 
contraintes 0?, o$ de la sphère élastique soumise à une traction p. 
Ces contraintes peuvent être déterminées par les formules (25.5) 
si l’on y change le signe devant p. 

Conformément à (22.1), les contraintes résiduelles sont de la forme : 


r CS b3 
ot = 20, imt—p—p(1—7), : 
- _ 4 &3 pour a<r<c, (25.12 
= 20 ln p+o—p(1+T 


= —(p+9 (1— 


VS 4 b3 pour r>c, 
= —(P+D(1+7) 


où l’on pose 


Ces formules sont vérifiées tant que l'intensité des contraintes 
tangentielles résiduelles n’exédera pas la limite d'écoulement 
(conformément à la condition 7° << +,). La grandeur max | 09 — 
— 0? | étant atteinte pour r — a, on s’apercevra facilement que 
les formules obtenues sont vraies pour 


P <{2Po. (25.13) 


La distribution des contraintes résiduelles 04 est indiquée dans la 
partie gauche de la figure 41 ; les contraintes résiduelles qui se trou- 
vent au voisinage de la cavité sont celles de compression. 

Si l’on exerce à présent une nouvelle pression ne dépassant pas 
la pression initiale, elle ne se traduira pas par de nouvelles défor- 
mations plastiques dans la sphère. En effet. conformément aux 
équations de la théorie de l’élasticité, la nouvelle mise en charge est 
marquée tout d’abord par l'apparition de contraintes et déforma- 
tions complémentaires, et ceci indépendamment de la présence des 
contraintes intrinsèques. Cependant, la limite élastique sera définie 
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aussi par la valeur de ces contraintes intrinsèques (contraintes rési- 
duelles en l'occurrence) qui devront être jointes aux contraintes 
dues à une nouvelle charge. La sphère sera en quelque sorte écrouie 
par comparaison à sa première charge. 

Ce phénomène est appelé écrouissage des constructions ou auto- 
frettage. I1 est d’un usage très courant dans la technique pour aug- 
menter l'endurance des constructions par déformation plastique 
préalable. On évoque aussi souvent le pouvoir d'adaptation. La cons- 
truction s'adapte aux charges alternatives grâce à l'intervention 
d’un champ de contraintes résiduelles favorable. Dans le problème 


Fig. 42 


en question, la condition (25.13) définit le domaine de l'adaptation. 
Les théorèmes généraux de l'adaptation sont exposés au chapitre IX. 

6. Charge limite. Si on augmente la pression p, la zone plastique 
s’étendra (c— b) jusqu'à ce qu’elle n’atteigne la surface extérieure 
de la sphère (c — b). La solution (25.8) sera alors vérifiée jusqu’à 
r = b; en vertu de la condition aux limites (25.4) on a: 


-3_- b 
20, In VR 


Cette équation définit la pression limite à laquelle la sphère sera 
entièrement dans l’état d'écoulement: 


Pa=20s In. 


Soulignons qu'il est très facile de trouver la pression limite; à cet 
effet, il n’est nul besoin d’envisager les solutions élastiques et dans 
notre cas on n’a pas même besoin d’envisager les déformations. 

Si l’on considère les déplacements de la surface extérieure de la 
sphère, nous verrons, au début, lorsque cette dernière se trouve dans 
un état élastique, que le déplacement est proportionnel à la pression 
et que la zone transitoire, qui vient ensuite, correspond à l’état élasto- 
plastique (fig. 42). Le déplacement est égal à u, (fig. 42) lorsque 


8* 


116 ÉQUATIONS D'ÉQUILIBRE ÉLASTO-PLASTIQUEF [CH. II 


la valeur limite de p, est atteinte. Par la suite, le déplacement de- 
vient indéterminé puisqu'il renferme la fonction ÿ avec la cons- 
tante d'intégration C.. Nous n'avons aucune condition qui puisse 
nous permettre de trouver cette constante pour l’état purement 
plastique (il faut définir complémentairement le déplacement, par 
exemple, pour r = a). 

Ainsi, la sphère n'est plus en mesure de résister aux forces exté- 
rieures croissantes lorsque la charge limite p, est atteinte; elle 
« s'écoule » et sa capacité de charge est épuisée. Quand on envisage 
la résistance d’une sphère sollicitée par la pression statique, il est 
naturel de s'orienter vers la charge limite p, en introduisant un 
certain coefficient de sécurité. Notons que le schéma du corps rigide- 
plastique nous conduit à la même valeur de la charge limite. 

7. Solution du problème par rapport aux déplacements. La solu- 
tion du problème envisagé est facile à obtenir aussi par rapport aux 
déplacements. Conformément à (14.20), on a: 


1 2 
Gr (E7 + 28e) F7 Oss 

1 1 
Op—= SE (Er + 2e9) £-z Os. 


Introduisant dans ces relations les valeurs des composantes de la dé- 
formation et substituant ensuite o,, 64 dans l'équation d'équi- 
libre (25.1), on obtient l'équation différentielle 
d'u du 
2 Eu 9, du = 
rar + 2u & 6kosr —0 
et sa solution 


u=Cir +C; + + 2kosr Inr, 


où C;, C; sont des constantes arbitraires. Le calcul ultérieur se réduit 
à déterminer les constantes arbitraires à partir des conditions de 
continuité pour r = c et de la condition aux limites pour r — a 
et mène aux résultats précédents. 

8. Déformation plastique autour d’une cavité sphérique dans un 
corps illimité. Imposons l'extension uniforme + p aux solutions 
précédentes dans les domaines élastique et plastique. La condition 
de plasticité n'étant pas changée, on aura donc dans la zone d’écou- 
lement 


Og = Or + Ose 


Des contraintes de traction p sont appliquées à la surface exté- 
rieure de la sphère alors que sa surface intérieure est exempte de 
toute contrainte. Conformément à la solution écrite ci-dessus et 
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faisant tendre b—> , on trouve pour la partie élastique de l’espace 
3 
G=p+(q—p) +; 
1 Ci 
Cp=P—— (Q—P) >. 


Les relations (25.11) prennent la forme 
2 1 
g=P— Os C= aexp(E——). 
Puisque c > a, la condition d’apparition de la zone d'écoulement 
sera : 


2 
P>-79s 


La distribution des contraintes est représentée en lignes continues 
sur la figure 43. Les contraintes dans le corps élastique parfait y figu- 
rent en pointillé. Ainsi, le coefficient de concentration des con- 
traintes décroît par suite de la déformation plastique. L'épure de la 
contrainte résiduelle o4 est montrée dans 
la partie inférieure de la figure 43. 

Notons que. pour la sphère, le pro- 
blème se résout en quadratures s’il y a 
écrouissage, variation de température et 
en présence des forces de volume ['#]. Le 
cas des grandes déformations de la sphère 
creuse est également examiné (cf., par 
exemple, le livre de Hill [*]). 


26. TUBE CYLINDRIQUE SOUMIS À UNE 
PRESSION 


1. Position du problème. Le tube 
(récipient) cylindrique, sollicité par une 
pression intérieure, est un élément impor- 
tant de beaucoup d'ouvrages et de machi- 
nes. Il est donc naturel que de nombreuses 
recherches théoriques et expérimentales sont consacrées au problème 
du calcul de la déformation plastique des tubes. L'analyse rigoureuse 
des déformations plastiques des tubes présente des difficultés consi- 
dérables ; elle est réalisée par des procédés numériques ou par la mé- 
thode des approximations successives (méthode pas à pas). Cepen- 
dant, on peut obtenir une solution approchée simple en recourant 
à certaines simplifications qui sont confirmées par les résultats _ 
l'intégration numérique. 

Plus bas, nous envisageons en détail les tubes longs pourvus e 
fonds. Alors, suivant l’axe du tube. agit un effort égal à pra*, où a 


Fig. 43 
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est le rayon intérieur du tube. D'autres cas seront examinés 
brièvement à la fin de ce paragraphe. 


2. Etat élastique initial. La distribution des contraintes dans 
le tube élastique est décrite par la solution connue de Lamé: 


O7 = —p(5-—1) , 
b? 


y =? (+1) , | (26.1) 


Etat 
limite 


Fig. 44 


En calculant à l'aide des formules (26.1) l’intensité des con- 
traintes tangentielles, on trouve facilement, d'après la condition 
d'écoulement, que l’état plastique sera obtenu sur la surface inté- 
rieure du tube à la pression 


Po=Ts (1-5) . 


3. Cas d’un tube à parois minces. L'état purement plastique du 
tube à parois minces est caractérisé par les contraintes : 


md 01 
0, = 0, FT GT © 2 (or +08), 
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et d’ailleurs 
pan (24). 


4. Etat élasto-plastique d’un tube à parois épaisses. Comme nous 
l'avons déjà indiqué, la solution exacte de ce problème est liée 
à des difficultés appréciables. Sa solution approchée se base sur 
les considérations suivantes qui sont confirmées par les solutions 
trouvées par intégration numérique. 

Dans l’état élastique, o- est la moitié de la somme 0, + 0,, ce 
qui est également vrai pour l’état purement plastique d’un tube à 
parois minces. On peut admettre que, pour les autres cas aussi, 
20, — 0, + 0% Le paramètre u, est alors constant (u, = Ü) et, 
par conséquent, la mise en charge est simple, ce qui permet de se 
baser directement sur les équations de la théorie des déformations 
plastiques. Notons que la pression moyenne sera © = 6. 

La déformation plastique se développe dans l'anneau a rc. 

Les formules (26.1) sont vérifiées dans la zone élastique c 


<r < b si, au lieu de p, on introduit 


où gest la contrainte radiale sur la ligne de séparation r = c. 
Dans la zone plastique, on a l'équation différentielle d'équilibre 


46} Or — y 


dr + r =0. 
Dans notre cas, la condition d'écoulement de von Mises prend la forme 
Oo — Or = 2e (26.2) 
Mais alors l'équation différentielle est immédiatement intégrable ; 
utilisant la condition aux limites ©, = —p pour r = a, on ob- 
tient. 
G=—p+2r, In À, 6p=0r+ 27. (26.3) 


La distribution des contraintes est montrée en lignes continues sur 
la figure 44 (à gauche, dans l’état limite; à droite, o, dans l’état 
élasto-plastique). 
Les contraintes o,, ©, doivent être continues sur la ligne de sépa- 
ration r = c; ces conditions seront remplies si c satisfait à l'équation 
c 1 c? 
met (i—$)-2 @.) 


2, ° 


D'où l'on trouve le rayon c de la zone plastique; par la suite, on 
calcule g conformément à (26.3) et l’on parvient à déterminer les 
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contraintes du domaine élastique. De la loi de Hooke 
u 1 
Ep = [0e —V (6+0:)] 


on obtient les déplacements dans le domaine élastique. 
Selon les relations de Hencky, les composantes de la déformation 
dans la zone plastique sont égales à 


8, = ÀO—TY, Ey = ÀO + T,ÿ. 


Introduisant ces valeurs dans la condition de continuité 
dép  Ep—2£r 


dr r 


et calculant la pression moyenne à l’aide des formules (26.3), on ob- 
tient pour la fonction  l’équation différentielle 


db 2 2% 
“LA ri 


Il en découle que 
C : 
Ÿ ee. k—+ Fra , 
où C est une constante arbitraire. 
Il faut en outre satisfaire à la condition du passage continu de 
l’état plastique à l’état élastique Ÿ — _ pour r = c et à la condi- 


tion de continuité du déplacement u pour r — c. La pression moyen- 
ne © étant continue, il découle alors de la seconde condition pour 
r=c que 


1 
TsŸ = TG (y — 0). 


Mais la condition d'écoulement étant vérifiée sur la ligne de 
a : : : 1 , a 
séparation, il en résulte que pour r — c, on a = 3; Soit la première 
condition. Les deux conditions seront donc vérifiées si 


C=c? (x +4) . 


L'allongement axial relatif, égal à e- — ko, devra être constant 
aussi pour les tubes longs. Dans la solution approchée obtenue. cette 
condition n’est pas vérifiée dans la zone plastique. La solution sera 
exacte pour les matériaux incompressibles (4 = 0), car €. — 0. 

5. Etat limite. L’état limite sera atteint lorsque c — b. La 
relation (26.4) nous donne la pression limite 


b 
Ps=2Ts In à 
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Cette formule est couramment employée dans les calculs de résis- 
tance des récipients et tubes cylindriques à parois épaisses. La distri- 
bution des contraintes 6,, ©, dans l’état limite est représentée dans 
la partie gauche de la figure 44. 

6. Cas divers. Nous nous arrêterons brièvement sur les autres 
cas de la déformation plastique du tube. 

Si le tube est soumis à une déformation plane, il faut partir de 
la condition €, — 0. La solution exposée plus haut (pour le tube 
pourvu de fonds) sera alors vraie pour le matériau incompressible. 
L'allongement relatif sera petit compte tenu de la compressibilité ; 
cela permet également de recommander la solution précédente pour 
0}, 6% en tant que solution approchée pour le cas de la déformation 
plane. 

Si les extrémités du tube sont libres, la poussée axiale est égale 
à zéro. Dans ce cas, la solution approchée, fondée sur la supposition 
que 6. — 0, donne de bons résultats. 

Notons que, dans tous les cas, les calculs précis basés sur la 
théorie de l'écoulement plastique et la théorie des déformations 
donnent des résultats voisins. 


7. Considérations finales. Comme nous l'avons déjà mentionné, le problème 
envisagé a été étudié par de nombreux chercheurs. La prise en considération 
de l’écrouissage n’implique pas de difficultés supplémentaires plus ou moins 
importantes. 

Les méthodes numériques de calcul des tubes selon la théorie de l’écoule- 
ment plastique furent examinées par R. Hill, E. Lee, S. Tupper [*?] et Tho- 
mas [*#]. Dans la théorie des déformations, ces méthodes numériques ont été 
introduites par V. Sokolovski (%], G. Allen et D. Sopwith ["?], etc. Les grandes 
déformations des tubes sont étudiées dans l'ouvrage {*’]. L'influence des con- 
traintes thermiques, elle aussi, a été étudiée. 

Le livre de A. Iliouchine et P. Oguibalov [!?] est consacré aux différents 
problèmes de la déformation élasto-plastique des cylindres creux. 


Exercices du chapitre III 


1. Examiner la flexion d'une console de section transversale rectangulaire, 
causée par une force appliquée à son extrémité. Trouver les domaines de la 
déformation plastique, la valeur limite de la force, les flèches de la console 
dans l’état élasto-plastique. 

2. Trouver la charge limite pour une poutre de section transversale circu- 
laire posée sur les appuis aux extrémités et uniformément chargée. 

3. Déduire l’équation différentielle de la flèche de la poutre 


dv 1/u 
Pis 


(D est la « rigidité ») à condition que la contrainte o, soit liée à la déformation 
e, par la relation 
Gx=Blexl" le (O<u<1), 


où B, u sont des constantes. 
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4. Soit une sphère pleine chauffée d’une façon non uniforme (la température 
8 est la fonction du rayon) soumise à une déformation élasto-plastique. Trouver 
la distribution des contraintes si dans la zone plastique est vérifiée la condition 
d'écoulement de von Mises, et 8 = 0, [1 — ()°] , où B > 0, 6, > 0 sont 
des constantes. 

5. Trouver la distribution des contraintes dans un tube long (e, = 0) 
en rotation pour une déformation élasto-plastique (adopter la condition d’in- 
compressibilité; la condition d'écoulement de von Mises est vérifiée dans la 
zone plastique). Déterminer la vitesse de rotation angulaire à laquelle est obte- 
nu l’état limite. 

6. Montrer (de façon analogue au cas du paragraphe 15) que le problème 
sur la déformation d’un tube à paroi mince sous l'effet de la pression intérieure 
et de l'effort axial est ramené suivant la théorie de l'écoulement plastique 
à l’intégration de l’équation de Riccati. 


CHAPITRE IV 


TORSION 


27. TORSION DES BARRES PRISMATIQUES. 
ÉQUATIONS FONDAMENTALES 


1. Notions de base. Envisageons la torsion d'un prisme de sec- 
tion transversale arbitraire. Admettons que l'extrémité inférieure de 
la barre soit encastrée et que l’axe des z soit parallèle à l’axe de la 
barre (fig. 45) ; la barre subit la torsion sous l’action du moment M. 
Suivant les hypothèses de Saint-Venant re- 
latives à la théorie de la torsion élastique, 
admettons que les sections transversales 
éprouvent une rotation rigide dans leur 
plan. mais qu'elles se déforment dans la 
direction de l’axe des :: 


Ux = —@Zÿ, Uy — WZT, 
u, = W(z, y; ©), 


où w est la torsion par unité de longueur de 
la barre, et w (x, y; «) une fonction incon- 
nue. Les composantes de la déformation 
seront alors 


Ex =Ey—=Ez—Yxy=0, 


dw 27.1 
Ver — OY, Va 7 + OZ. | ( ) 


La fonction w (x, y; w) caractérise! la 
déformation (gauchissement) de la section. Fig. 45 
En se basant sur les équations de la théorie 
de l'écoulement (13.7) il est aisé de montrer que les contraintes 
normales et la contrainte tangentielle vt,, sont nulles: 


Ox=Oy=O:=Try= 0. (27.2) 


Par conséquent, dans les sections z — const agit le vecteur con- 
trainte tangentielle (fig. 46) %, = T,.è +Tt,.j. 
Les intensités T et l sont égales respectivement à 


Titi, + The "= VÉz + Voz. (27.3) 
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On voit sans peine que le troisième invariant du déviateur des 
contraintes est nul ; il découle alors de (1.17) que w, = const — _ ; 


c.-à-d. que le déviateur des contraintes conserve toujours sa forme. 
D'après les formules (1.16), on obtient 


n=7, O» = 0, O3 = —T, 


ce qui correspond à l'état du cisaillement pur. En cherchant les 
directions principales, on trouve que cos (i, z), i — 1, 2, 3. sont 
conslants et que les autres cosinus direc- 
teurs sont proportionnels à l’une des 


Tez  Tyz ; 

relations + pr , -Æ . La contrainte tangen- 

tielle maximale est égale à 
Tmax=|*T:|=T. (27.4) 


Les contraintes tangentielles maxi- 
males agissent sur les plans z = const 
et sur les surfaces cylindriques dont les 
génératrices sont parallèles à l’axe des z 
et la courbe directrice est perpendicu- 
laire en chaque point au vecteur t.. On 
appellera lignes de glissement les traces de ces surfaces cylindri- 
ques (surfaces de glissement) sur le plan z — 0 

2. Equations fondamentales. Les composantes de la contrainte 
tangentielle doivent satisfaire à l'équation différentielle d'équilibre 


Fig. 46 


Te + Tu (27.5) 


Il vient de (27.1) la er de continuité 


dYxz Ayz Cr s (27.6) 


ôy ôz 
L'équation d'équilibre (27.5) signifie que l'expression 
Txz AY — Ty: dx =dF 


est la différentielle totale de la fonction des contraintes F (r, y), 
soit 


ôF ôF Se 

RTE Tyz= Poe: (27.7) 

Cela étant, — dF est le flux de la contrainte tangentielle +, à travers 
l'élément de l'arc ds. Les lignes du niveau de la POELE ide con- 
traintes [surface z — F (x, y)] sont appelées lignes des contraintes. 
Le long des lignes des contraintes F — const ou dF = 0, par con- 


séquent, Le = = , C--à-d. que le vecteur T. est dirigé suivant la tan- 


gente à “ligne des contraintes. 
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La surface latérale de la barre étant libre de toute contrainte, 
nous aurons par conséquent le long du contour C 


Tzz COS (n, ) + Ty, Cos (n, y) —0. 


Puisque dy = ds cos (n, x), dr = —ds cos (n, y), il est évident 
que le vecteur t. est orienté suivant la tangente au contour. Con- 
formément à (27.7) on obtient: 


soit F = const sur le contour. Autrement c 
dit, le contour est une des lignes des con- 9 
traintes. Pour le contour simplement con- 
nexe on peut poser: 

F = 0. 


Le moment de torsion M est équili- 
bré par le moment des contraintes: 


M= (Ÿ (are yrxs) de dy, 


où l'intégration est étendue à toute la surface de la section trans- 
versale. Introduisant ici (27.7) et intégrant par parties, on obtient: 


Fig. 47 


M=—@Ftz cos (n, x) + y cos (n, y)] ds +2 Î Î F dx dy. 
C 


Pour le contour simplement connexe cette formule se simplifie 
M=2 | f F dx dy, (27.8) 


autrement dit le moment de torsion est numériquement égal au 
double du volume compris sous la quadrique des contraintes z — 
= F (x. y). 
Si le contour est multiplement connexe (fig. 47), la fonction 
des contraintes admet des valeurs constantes différentes Fo, F;, . .., 
.., Fm aux contours extérieur C, et intérieurs Cr ss Cr 
Une des constantes peut être donnée arbitrairement Puisque la cons- 
tante additive dans la fonction des contraintes n'aura pas d'effet 
sur la solution du problème de torsion; soit F, — 0. On obtient 
alors : 


M=2 D Fi +2 | f F x dy, (27.9) 
i=1 


où Q; est une surface limitée par le contour C.. 
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3. Torsion élastique. Pour la torsion élastique, nous avons selon 
la loi de Hooke 
9F, 1 Fr, 


Ve og M TG &œ 


où la fonction «élastique » des contraintes est marquée par l’indicee. 
Portant ces expessions dans l'équation de continuité, on ob- 
tient l'équation différentielle de la torsion 


SF, dF, 
62 To 


220; (27.10) 


Les conditions aux limites pour F. ne contenant pas ©. con- 
formément à (27.10), la fonction des contraintes F, aura alors w 
pour facteur, les relations LE ; Me sont indépendentes de w et, par 
conséquent, les directions principales de la torsion élastique seront 
fixées en chaque point. Par la suite, il découle de (27.1) et de la loi 
de Hooke qu’en torsion élastique le gauchissement est proportion- 
nel à l’angle de torsion ©. 

Soit une plaque où l’on découpe une ouverture ayant la confi- 
guration de la section transversale de la barre. Si l’on ferme cette 
ouverture avec une membrane de tension Vet si l’on exerce sur celle- 
ci une pression uniforme gq, la petite flèche v (r, y) de la membrane 
satisfait à l’équation différentielle 


et à la condition au contour v — 0. Par conséquent, la fonction des 
contraintes F, satisfait aux mêmes équations que la flèche v. Cette 
analogie, notée par Prandtl, permet de trouver la solution expé- 
rimentale du problème de la torsion à l’aide du film de savon ou de 
tout autre voile mince dans les cas où la solution de l'équation de 
Poisson (27.10) présente des difficultés pour le contour donné. 


28. TORSION PLASTIQUE 


1. Etat de contrainte. Considérons la torsion d'une barre en 
supposant que toute la section se trouve dans l'état d'écoulement. Com- 
Me Tmax — Z, les conditions d'écoulement de von Mises et de Tres- 
ca — Saint-Venant ont la même forme 


+=, (28.1) 


où 4 = 6,/V 3 d’après la condition de von Mises et # = 6,/2 d'après 
la condition de Tresca — Saint-Venant. 

Portant les formules (27.7) dans la condition d'écoulement, on 
obtient l'équation différentielle de la fonction « plastique » des 
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contraintes 
8Fp\2, 1 6Fp\?2 
n° E RE.) PE 98 9 
( oz dy ] =k?, (28.2) 


avec, sur le contour, 
F) = const. 


On constate aisément que la quadrique des contraintes plasti- 
ques : 


2= F(x, y) 


est une surface à pente constante (surface de talus naturel, « toit ») 
construite sur le contour de la section transversale (1). Il est facile 
de construire une telle surface pour le contour simplement connexe 
en versant du sable sur une feuille de carton horizontale découpée 
suivant la forme de la section transversale. Cette surface ne dépend 
pas évidemment de l’angle de torsion. Dans le cas du contour mul- 
tiplement connexe, F, aura des valeurs constantes différentes sur 
les contours, ce qui complique un peu la construction. De nombreux 
exemples de surfaces des contraintes plastiques sont cités dans le 
livre de A. Nadaï [5]. 

Les lignes des contraintes F, — const sont des courbes équidis- 
tantes parallèles au contour de la section transversale. Les lignes 
de glissement sont confondues avec les normales au contour. 

Notons que l’équation du premier ordre (28.2) a une famille de 
caractéristiques. Ce sont les droites qui coïncident avec les lignes 
de glissement. Les lignes des contraintes et de glissement (en poin- 
tillé) sont indiquées sur la figure 48 pour le contour rectangulaire. 
La surface des contraintes présente des arêtes (fig. 49) dont les projec- 
tions sur le plan zx, y sont appelées lignes de discontinuité. Elles sont 
montrées en lignes grasses sur la figure 48. | 

Ainsi, dans le domaine plastique, le vecteur contrainte tangen- 
tielle est constant en grandeur et perpendiculaire à la normale au 
contour du domaine (fig. 50). Par conséquent, Les contraintes sont 
définies de la façon la plus simple par la forme du contour du domaine. 
La torsion de la barre de section rectangulaire (fig. 48), par exemple, 
sera exprimée par T;: = 0, t,, — k, dans le domaine triangulaire 
à droite, et par T;,; — —k, t,- — 0 dans le domaine trapézoïdal 
supérieur. 


() En vertu de (28.1), les cosinus directeurs de la normale à la surface 
z = + FP (z, y) sont égaux à 


cos (n + RS Res cos (n je , cos (n, z)— L 
L V2k Ôz L sY + V2x ôy L 1 La V2: 
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Si, en un point quelconque du contour, il y a un angle d’entrée, 
les lignes des contraintes le contournent suivant l’arc de cercle (fig. 51). 


Fig. 48 


La figure 52 montre le «toit » pour une section transversale en forme 
de cornière. Une partie de la surface du cône circulaire provient de 
l'angle d'entrée, et l’arête résulte de. l'angle saillant. 


Fig. 49 Fig. 50 


Les composantes t,., T,. sont soumises à la dislocation le long 
des lignes de discontinuité, à savoir la direction de la contrainte tan- 
gentielle t. varie brusquement. La signification mécanique des 
lignes de discontinuité sera élucidée un peu plus bas. 

2. Moment limite. L'état purement plastique envisagé de la 
barre est appelé état limite. Il lui correspond le moment de torsion 
limite (pour le contour simplement connexe) 


M,=2 \ ( F, dx dy, (28.3) 


qui est égal au double du volume sous le « toit » édifié sur le contour 
donné. 
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Il est facile de calculer M,. Ainsi, dans le cas du rectangle (fig. 49) 
on a 


M,=Lk(8a—b) 2. 
Pour le cercle de rayon a (fig. 53) 
M,= ne, Mo=+kne. 


Le moment limite caractérise la portance de la barre en torsion, 
M, désigne le moment corres- 
pondant à l'apparition des dé- 
formations plastiques. 

3. Profil mince ouvert. Pour 
un rectangle très allongé (fig. 54, a) 


V4 


Fig. 51 Fig. 52 


onaM, = LH. Si l'épaisseur varie lentement, alors (fig. 54, b) 
l 

M,=+k | R2 (s) ds. (28.4) 
0 


Cette formule est aussi vérifiée pour le profil courbé (fig. 54, c), 
comme il découle de la forme de la quadrique des contraintes. 
Pour le tube circulaire fendu à parois minces (c est le rayon de la 
ligne médiane) on a 
M, = skh?c. 
Il est intéressant de confronter cette valeur avec le moment 
limite M$ pour un tube sans fente et de même section: 


M° = 2nkhe? = 2M° = 


h! 
ce qui signifie que le tube fendu présente une faible portance: 
M SM. 


&. Détermination du déplacement axial (gauchissement). Dans 
l'état limite, le problème du gauchissement n’est pas d’un grand 


9—0653 
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intérêt. Nous envisagerons ici les relations permettant de trouver le 
déplacement axial dans la zone plastique pour la torsion élasto- 
plastique (paragraphe 29). 


ds 
Fig. 53 Fig. 54 


Conformément à la loi de Hooke, on a dans la zone élastique! 


Vaz Tes "(2 
M cn {(28.5) 


Dans la zone plastique on partira des équations de la théorie de 
l'écoulement (13.7) 


dYx: ns + dtxs + dheTe, 
dYy: = + dtyz + dhA- Ty. 


Mais puisque dans cette zone les contraintes tangentielles en un 
point donné sont invariables, leurs accroissements sont nuls et 


T 
dYx: = cn dYuz- 
D'où l’on obtient aussi la relation (28.5). Portant maintenant 


conformément à (27.1) les composantes de la déformation dans (28.5), 
on obtient l'équation différentielle pour le déplacement axial w 


ôw dw 
Te (5 — ay) te (+ wz)=0, (28.6) 
où les contraintes tangentielles sont des fonctions connues. L’équation 


obtenue aux dérivées partielles du premier ordre est facilement 
intégrable (cf., par exemple, []). 
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29. TORSION ÉLASTO-PLASTIQUE 


1. Analogie de Nadaï. La section de la barre présentera des 
zones élastiques et plastiques lorsque cette dernière sera soumise à 
une torsion élasto-plastique précédant l’état limite. 

Dans les zones élastiques, la fonction des contraintes F, satis- 
fait à l'équation différentielle de la torsion élastique (27.10). Dans 


les zones plastiques, la fonction des contraintes F, est définie par 
l'équation différentielle du «toit » (28.2). 
Les contraintes sont continues à la frontière entre les zones élas- 
tique et plastique, soit 
ôFe ÔFp Fe  0Fp 
oz 6 * y  Yy 
Par conséquent, sur la ligne de partage 
Fh = Fe + const. (29.1) 


Si, en un point quelconque, F, = F., cette condition est alors 
conservée tout le long de la frontière. 

La solution analytique du problème de la torsion élasto-plasti- 
que est liée à de grandes difficultés mathématiques. L'analogie 
de Nadaï offre une expression concrète de l’image de la torsion élas- 
to-plastique. 

On construit un toit rigide (en verre par exemple) avec un angle 
de pente constant sur le contour donné. La base du toit est close 
par une membrane que l’on sollicite avec une pression uniformé- 
ment répartie. La membrane est distante du toit lorsque la pression 
est petite, ce qui correspond à la torsion élastique (fig. 55, a). Solli- 
citée par une pression croissante, la membrane à un certain moment 
commence à adhérer en quelques points au toit, ce qui correspond à 
l'apparition des déformations plastiques. Au fur et à mesure que 
la pression augmente, la membrane adhère de plus en plus au toit 
(fig. 55, b, c). Les projections des zones d’adhérence correspondent 
alors aux domaines de la déformation plastique, le reste constituant 
le noyau élastique. Il est clair que les équations différentielles cor- 
respondantes, la condition F, = F, et la condition du contour sont 


9s 
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vérifiées. Le moment de torsion sera égal au double du volume de 
l'espace sous la membrane. 


Pour les profils simplement connexes, les zones élastiques (avec 
un angle de torsion infini) dégénèrent à la limite en lignes de rupture. 


N sr 4 
SZ 


L’analogie de Nadaï peut être appliquée à la solution expérimen- 
tale du problème de la torsion élasto-plastique (cf. [5?]). 

Le développement des domaines plastiques pour la section rectan- 
gulaire est montré sur la figure 56. La hachure indique la direction 


I 


Ê 


NE 


ail 


Fig. 56 


Fig. 57 


des lignes de glissement qui sont facilement discernables lorsque 
l'on coupe transversalement la barre soumise à une torsion plastique 
et que l’on décape la section obtenue. Les photos des lames minces 
décapées prélevées sur des barres de section rectangulaire pour des 
angles de torsion différents sont montrées sur la figure 57. Avec 
l'accroissement de l’angle de torsion, les raies sombres qui corres- 
pondent aux couches de glissement plastiquement déformées occu- 
pent une place de plus en plus grande dans la section. 
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2. Barre de section circulaire. La contrainte tangentielle (fig. 58) 
est égale à 


ZX pour r<c, 
T=4 

U% pour r>c. 
Le moment de torsion est 


M=2n era M.(1-7<), 
0 


T4 8 


où le moment limite M, — Lra%k. On trouve l’angle de torsion en 


considérant les déformations du noyau élastique: 


Les lignes de glissement coïncident avec les directions radiales 
(fig. 58). L'état limite (c — 0) est obtenu pour un angle de torsion 


Ligne de glissement 


Fig. 58 


infini, le noyau élastique dégénérant en un point de discontinuité. 
Il convient néanmoins de souligner que le moment M s'approche 
rapidement du moment limite M, à mesure que se développe la tor- 


sion (ainsi, M = DM, pour _. L +) ; la portance de la barre est 


pratiquement épuisée pour des angles de torsion relativement petits. 

3. Solution des problèmes élasto-plastiques par méthode inverse. 
Il a été souligné plus haut qu'il est facile de déterminer les con- 
traintes dans le domaine plastique si les directions des normales 
au contour sont connues, puisque dans ce cas on connaît la direc- 
tion et la valeur de la contrainte tangentielle +, en chaque point 
du domaine. Ceci permet de développer les méthodes inverses pour 


134 TORSION (CH. IV 


la solution des problèmes élasto-plastiques. Nous examinerons ici 
le procédé simple proposé par V. Sokolovski. Soient un noyau élas- 
tique limité par le contour L et la solution de l'équation différen- 
tielle de la torsion élastique (27.10) satisfaisant à la condition de 
plasticité sur le contour L du noyau. Calculons les directions de vec- 
teur contrainte tangentielle le long de ZL et construisons les norma- 
les AB, AB, . .. (fig. 59) à ces directions. Si la trajectoire ortho- 
gonale BB,B, . .. à la famille des normales est fermée, elle nous 
donne la configuration du contour C de la barre. 

4. Exemple de torsion élasto-plastique d’une barre de section 
elliptique. Par le procédé indiqué, V. Sokolovski a trouvé une solu- 


oyau. 
stastique 


Fig. 59 Fig. 60 


tion simple du problème de la torsion élasto-plastique d’une barre 
de section elliptique (fig. 60). 
Admettons que le contour Z est une ellipse 


+=. 


La solution pour le noyau élastique satisfaisant à la condition d’écou- 
lement T = k sur L est élémentaire: 


y z 
Te: = —k=, W=k—, 


l'angle de torsion étant égal à 


___k a+b 
SX & 
Soient x — —a sin, y — b cos les équations paramétriques 


de l’ellipse L; les contraintes tangentielles y sont égales à: 


Te: = —kCosÿ, 7T,:. = —ksin Yÿ. 
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La direction de la contrainte tangentielle +. sur l'ellipse est 
définie par la relation 


Tyz 


Tzz = t8v. 


L'équation de la droite, normale au vecteur +. et passant par les 
points de L, est de la forme 


y = —zx cotg + (b — a) cos Ÿ. 

Si a et b sont fixes, c'est justement l'équation de la famille uni- 
paramétrique des droites de glissement. Il est maintenant néces- 
saire de construire les trajectoires orthogonales de cette famille. 
L'équation différentielle des trajectoires recherchées sera : 

dy _ _ __z+asiny 
de BV me: 

On constate aisément que les trajectoires orthogonales sont 
décrites par les équations paramétriques 


2r— —sin Ÿ{a+c+(a—b) cos? #], } 
2y = cos 4 [b+ c— (a —b) sin? ], 


où c est une constante arbitraire. 
Les équations obtenues définissent un ovale à deux axes de symé- 


trie et aux demi-axes de + (a + c) et + (b + c). La configuration 


de l’ovale diffère peu de celle d’une ellipse aux demi-axes corres- 
pondants. La solution a une signification si l’ellipse L se trouve tout 
entière à l’intérieur de l'ovale C, ce qui est vérifié pour des angles 
de torsion « suffisamment grands. L'accroissement de l'angle w 
entraîne l’aplatissement du noyau élastique (ellipse ZL) qui, à la 
limite, dégénère en une ligne de rupture. 


5. Considérations finales. Selon une autre méthode inverse, proposée 
ar L. Galine [*?], on peut établir les équations des contours L et C si l’on connaît 
a répartition des contraintes tangentielles le long de Z, satisfaisant à certaines 
conditions complémentaires. A l’aide de ces résultats, L. Galine trouva la 
solution de plusieurs problèmes élasto-plastiques pour les barres dont la sec- 
tion est proche du polygone. Il proposa aussi une méthode visant à résoudre 
les problèmes directs pour les barres de section polygonale [#]. 11 y a une bonne 
concordance entre les résultats obtenus par L. Galine et les données expérimen- 
tales de Nadaï. 

Notons, pour conclure, que plusieurs problèmes élasto-plastiques (torsion 
de cornière, torsion des barres de section carrée ou triangulaire) ont été résolus 
par des méthodes numériques («de relaxation ») [®]. 

Le problème de l'existence d’une solution du problème élasto-plastique 
a été examiné par L. Galine et par d’autres auteurs. 

Enfin, une remarque sur laquelle il convient de nous arrêter. Lors de l’ana- 
lyse de la torsion élasto-plastique il était tacitement FAppOSS que la mise en 
charge avait lieu dans tous les points de la zone plastique, le moment de torsion 
(ou l'angle de torsion &) étant croissant. Mais la frontière de la zone plastique 
varie et, en général, en certains points de la zone en question on peut assister 
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à la décharge. Cette queen a été étudiée dans l'ouvrage de P. Hodge [14] 
qui a montré qu'avec l'accroissement du moment de torsion il n'y avait pas 

e décharge dans les barres de section simplement connexe. La décharge peut 
avoir lieu par contre dans les barres de section multiplement connexe (dans un 
cylindre creux, par exemple). Cela complique fortement le problème de la 
torsion élasto-plastique des barres multiplement connexes, car il convient d’ap- 
pliquer des équations différentes dans les domaines de décharge. 

Le problème de la torsion d’un anneau circulaire de section invariable, 
développé par Freeberger, Wang et Prager (cf. [7®]) représente la généralisation 
du problème de la torsion d'une barre rectiligne. 

L'état de contrainte dans les zones plastiques de la barre circulaire soumise 
à la torsion et dont le diamètre varie selon la longueur a été étudié par V. Soko- 
lovski [#%]; la charge limite d’une telle barre sera définie par la suite dans le 
chapitre VIII. 
rs Es torsion des barres anisotropes et hétérogènes a été aussi étudiée (cf. 

L . 

Le problème de la déformation élasto-plastique antiplane est mathémati- 
quement proche du problème de la torsion élasto-plastique. On y obtient aussi 
l’état du cisaillement pur mais avec des contraintes données sur le contour du 
corps (cf. travaux de G. Tchérépanov [15’]). 


30. TORSION DES BARRES ÉCROUISSABLES 


1. Généralités. Lorsque la barre en matériau écrouissable est 
soumise à une torsion, on n'assiste pas à la mise en charge simple; 
la forme du déviateur des contraintes est conservée, mais il y a une 
variation des directions des axes principaux. On peut néanmoins 
supposer que ces déviations sont négligeables du fait que l'état de 
contrainte est relativement simple (cisaillement pur) et que les 
directions des axes principaux changent très peu à la torsion. En 
effet, les directions principales sont évidemment conservées le long 
du contour qui est une des lignes des contraintes (paragraphe 27). 
Les autres lignes des contraintes « répètent » en quelque sorte la 
configuration du contour, les variations de ces lignes à la torsion 
sont donc relativement petites et l’on peut considérer les change- 
ments de direction des axes principaux liés à la rotation du vecteur 
(tangent à la ligne des contraintes) comme insignifiants. Ainsi, dans 
l'analyse approchée on peut partir des équations de la théorie des 
déformations (cf. paragraphe 15, divisions 1 et 4). L'analyse de la 
torsion des barres susceptibles d’écrouissage basée sur la théorie 
de l'écoulement présente de grandes difficultés et n’est pas étudiée 
ici. 

2. Equation différentielle. Portant les composantes de la défor- 
mation selon les équations (14.23) de la théorie des déformations 


Vxz = g(T) Txzs  Yyz = g(T) Tyz (30.1) 


dans la condition de continuité (27.6) et introduisant la fonction des 
contraintes F, on trouve l’équation différentielle 


LE GnE]eee os 
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2 9F \2 
re (a) +(5). 
Sur le contour, on a toujours F = const. L'équation différen- 


tielle (30.2) se rapporte aux équations du type Monge — Ampère; 
elle est linéaire par rapport aux dérivées secondes et en vertu des 


propriétés de g (T) (cf. paragraphe 12) est du type elliptique. La con- 
dition g (T) = const — & (milieu élastique de Hooke) conduit à 
l'équation de Poisson (27.10). 

3. Solution pour la section circulaire. Les sections transversales 
restant planes, la solution est donc élémentaire pour la section cir- 
culaire, soit 

Vas = —OY, Yys = OT 
et 
va =T=or, To: =T=8g(ur) or. 


L'angle de torsion w est tiré de la condition de l’équivalence statique 
a 
M = 2ro j g (or) rs dr. 
0 


4. Torsion des barres minces. Envisageons tout d’abord la torsion 
des profils minces ouverts. On part du problème sur la torsion d'un 
rectangle allongé (fig. 54, a). On peut supposer ici que la fonction 
des contraintes F est indépendante de z; on obtient alors à partir de 


(30.2) : 
d _ 
y E ( ay ) F ]+2= 0, 
d'où 
(TS SE — = — 20y + const. 
En vertu de la parité de la fonction des contraintes on a _. = 0 
pour y — O0 et la constante arbitraire est nulle; maintenant on a: 
dF 
a — —8(—20y) 20y, 
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Pour les profils ouverts de configuration arbitraire (fig. 54, c), 
on a 


EC 
M = 2 j Î F[h(s), ©, y] dyds, 
9 Sn 


où s est calculé le long de la ligne médiane du profil. 

La torsion des profils minces fermés est envisagée sur la base du 
théorème concernant la circulation du cisaillement ["]. Examinons 
l'intégrale 


1 = À va de + ve dy (80.3) 
CLR 


suivant le contour fermé C, qui se trouve tout entier à l’intérieur 
de la section. En y introduisant les composantes de la déformation 


fe 


nñn 
Fig. 61 Fig. 62 


d'après (27.1) et en appliquant la condition d’univocité du dépla- 
cement u, = w (x, y, w), on obtient: 


TI, = 20Q,, 


où Q, est une aire délimitée par le contour C, (fig. 61). 

D'autre part, portons dans (30.3) les composantes de la défor- 
mation conformément à (30.1), les composantes de la contrainte étant 
exprimées par la fonction des contraintes (27.7); étant donné que 


on trouve: 
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Ainsi, 


ÉE(T) ds = —200,. (30.4) 
Ce 
On obtient le théorème de Bredt sur la circulation des contraintes 
tangentielles pour g (7) — const — . 

Passons maintenant au cas d’un fube à parois minces dont la sec- 
tion est limitée par les courbes C;,, C; (fig. 62); ici C, est la ligne 
médiane. Sur les contours C,, C1, la fonction des contraintes prend 
certaines valeurs constantes F,, F;,; une de ces valeurs peut être 
considérée comme nulle (paragraphe 27), soit F, = 0. 

Grâce à la petitesse de l’épaisseur du tube h (s), on peut admettre 
que F varie de façon linéaire de F = F, sur le contour intérieur à 
F = F, = 0 sur le contour extérieur. Conformément à (27.9) on 
trouve : 

M = 2F,Q,, 


où Q, est l'aire limitée par la courbe C,. Ensuite, 


9F F F 
CH or vu 
Selon le théorème (30.4) 
—/F F 
$e (5) 5 ds = 200, (30.5) 
Ce 


d'où l’on tire l’angle de torsion «. 


5. Considérations finales. Dans les problèmes particuliers l'intégration 
de l'équation différentielle (29.2) peut être réalisée par telle ou telle méthode 
des approximations successives. On possède la solution du problème sur la 
concentration des contraintes, ce qui est dû à une petite encoche ménagée sur 
la surface de la barre en torsion [1], On peut, en maintes occasions, élaborer 
une solution approchée à l'aide de la méthode variationnelle (cf. paragraphe 68). 

On a étudié les poone portant sur l'existence des solutions de l’équa- 
tion différentielle (30.2) ainsi que les propriétés de ces solutions. 


Exercices du chapitre IV 


1. Calculer le moment limite de torsion pour une barre dont la section est 
un triangle équilatéral. 

2. Même problème pour une section en cornière. 

3. Même problème Fou un tube carré à parois minces (h = const). 

4. Examiner l'état limite d’une barre cylindrique circulaire (de rayon a) 
soumise à une torsion et une traction simultanées (partir des équations de la 
théorie de plasticité de Saint-Venant — von Mises (13.12); les sections trans- 
versales restent planes et pivotent d’un bloc, et seules les composantes de la 
contrainte O,, Tÿ, Sont non nulles); trouver la répartition des contraintes ainsi 
que les valeurs de la force axiale et du moment de torsion. 
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D Vip %  Vitrp VE a 


5. Examiner la torsion et la traction d’une barre cylindrique circulaire 
d’après la théorie de l'écoulement plastique pour la voie de charge suivante: 
la barre s'étire jusqu'à ce qu'elle n'atteigne la limite d'écoulement ; elle se 
tord ensuite pour un allongement axial fixé. 

Réponse. 


Oz _ Ter _ Gaw 
5: = sch gp, re =th gp, 9=— 


6. On sait qu’à la torsion d’une barre circulaire de diamètre variable seul 
le déplacement tangentiel u, — u4 (r, :) diffère de zéro. Partant des relations 
de la théorie des déformations, déduire l'équation différentielle pour u, dans 
le cas de l’écrouissage. 


CHAPITRE V 


DÉFORMATION PLANE 


31. ÉQUATIONS FONDAMENTALES 


1. Généralités. En déformation plane, les déplacements des 
points matériels du corps sont parallèles au plan x, y et indépen- 
dants de z: 


uk = Us (2 y) uy=uy(r, y), u. = 0. (31.1) 


Cet état apparaît dans des corps prismatiques longs lorsque les 
charges sont normales à la surface latérale et ne dépendent pas de z. 

On admet, comme d'habitude, que le corps soit isotrope et homo- 
gène. Nous aurons la même image des états de contrainte et de défor- 
mation en toute section z— const; les composantes de la contrain- 
te ne dépendent que de x, y, tandis que t.., t,. sont nulles en l’ab- 
sence des cisaillements COFPORGRUE Ainsi, ©. est une des con- 
traintes principales. 

Dans la théorie de l'élasticité, les conditions citées sont, on le 
sait, suffisantes pour énoncer le problème de la déformation plane. 
Dans la théorie de la plasticité, on a besoin de simplifications complé- 
mentaires sans lesquelles on ne saurait obtenir l'énoncé mathé- 
matique acceptable du problème. 

Par la suite, on applique le schéma du corps rigide-plastique. 
Ce concept, comme nous l’avons déjà souligné (paragraphe 23), intro- 
duit une erreur qu'il est difficile d'évaluer. Cependant, l'analyse 
tant soit peu régulière du problème plan se complique si l’on renonce 
au schéma du corps rigide-plastique. Dans le problème envisagé, 
on arrive en général à l’état limite lorsque certains domaines du 
corps se trouvent encore dans l'état élastique (comme dans l’exem- 
ple de la flexion d’une poutre sous l’effet d’une force, paragraphe 24). 
La situation est différente pour le problème de la torsion (chapitre IV) 
et pour le problème de la sphère creuse (paragraphe 25) où dans l’état 
limite la section entière de la barre (sphère) est l’objet de déforma- 
tions plastiques. 

De la sorte, on envisagera au fond le problème élasto-plastique 
bien que sa solution soit extrêmement difficile. En négligeant com- 
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plètement les domaines élastiques on prive l'énoncé du problème 
de sa netteté et on complique la compréhension physique des solu- 
tions. 

Il est plus rationnel de partir du schéma du corps rigide-plastique, 
qui permet d'envisager en même temps le champ des contraintes et 
le champ des déplacements en liant ce dernier aux déplacements des 
domaines rigides. C’est de la sorte aussi que l’on construit en somme 
la solution approchée des problèmes élasto-plastiques. 

Il va de soi que l’erreur dépend du type des problèmes considé- 
rés. Dans les problèmes de technologie, où des déformations plasti- 
ques importantes se produisent dans certaines parties du corps, il 
ne semble pas que l’application du concept du corps rigide-plastique 
puisse être contestée. La déformation d'une maille carrée d’une 
bande étirée à travers une matrice conique dure est montrée sur la 
figure 146. Il est évident que l’on peut considérer les parties de la 
bande se trouvant des deux côtés de la matrice comme des domaines 
rigides et que la déformation plastique sera localisée au voisinage 
des plans de contact. Les problèmes technologiques de ce type se 
rapportent aux problèmes de l'écoulement plastique stationnaire 
aux grandes déformations (paragraphe 49). 

Les problèmes sur les charges limites qui sont étroitement liés 
à ceux de la résistance des matériaux sont des problèmes d'un autre 
type caractérisés par de petites déformations. Les domaines de la 
déformation plastique pour les corps rigide-plastique et élasto-plas- 
tique peuvent certainement y différer notablement. Néanmoins, le 
schéma du corps rigide-plastique est parfaitement valable pour la 
recherche des charges limites; cette affirmation sera argumentée au 
chapitre VIII consacré aux principes d’extremum de la théorie de la 
plasticité. 

L’accumulation des résultats expérimentaux est souhaitable 
pour l'estimation des erreurs. Les essais exécutés dernièrement, 
comme nous le verrons ultérieurement, confirment bien les nom- 
breuses conclusions qui ont été faites sur la base du schéma du corps 
igide-plastique. 

2. Equations fondamentales. 11 découle de (31.1) que e-= 0. 
Appliquant cette condition, on obtient, aussi bien d’après les équa- 
tions de la théorie des déformations (14.3) que d’après celles de la 
théorie de l'écoulement (13.5), qu’en négligeant les déformations 
élastiques (!) on est amené à 


0: — 06 = 0, (31.2) 
d'où 
G= + (0x-+ 0). (31.3) 


() On peut montrer qu'il suffit d'adopter la condition d’incompressibi- 
lité pour obtenir (31.2). 
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Comme nous l’avons déjà noté, o. est l'une des contraintes prin- 
cipales. Les autres contraintes principales o; sont les racines de l'équa- 
tion quadratique 


Ox— Oi Try =0 


Txy "Oy— Où 
D'où 
Omax | __Ox+Oy , 1 VTT, ) F4 
a = LIT) FE. (31.4) 


Il est évident que ©. est la contrainte principale moyenne. La 
contrainte tangentielle maximale sera alors 


1 A —— — 
Tmax — ZT (Omax — Omin) = LE V (Ox— 0)? + At =T. 
Comme il est facile de le calculer, l'intensité des contraintes tan- 


gentielles sera elle aussi égale à Tmax: 
T=7T. (31.5) 


Ainsi, les contraintes principales sont égales à 
B—=O+HT 0:—=0, Ce =6—T, 


autrement dit, l'état de contrainte en chaque point se caractérise par 
la superpositionj de la pression hydrostatique o à la contrainte de 
cisaillement pur + (fig. 63). 

Les valeurs des cosinus, déterminant la première (soit 0, > 62) 
direction principale, sont tirées du système 


(0x — 04) cos (1, x) +T+y cos (1, y) = 0, | 
Try COS (4, x) + (0, — 01) cos (1, y) —0. 


En éliminant ©, on obtient: 
2Txy 


tg2(1, x) = Ps (31.6) 


Les directions des éléments de surface sur lesquels agissent les 
contraintes tangentielles maximales forment un angle de + . avec 


la direction principale. 

Par la suite, les lignes de glissement auront une grande importance. 
La ligne de glissement est une ligne qui, en chacun de ses points, est 
tangente à l'élément de surface de la contrainte tangentielle maximale. 
I1 est évident qu'il existe deux familles orthogonales des lignes 
de glissement, qui sont caractérisées par les équations: 


z—=z(x, B), y = y(œ, B), 


144 DÉFORMATION PLANE (CH. V 


où &, B sont des paramètres quelconques. Les lignes de la première 
famille, dites lignes a, correspondent à des valeurs fixées du para- 
mètre 6 (B — const) ; le paramètre & est constant le long de la ligne B. 


[4 


Fig. 63 Fig. 64 


La ligne & dévie à droite de la première direction principale d’un 
angle de 45° (fig. 64); la ligne B dévie à gauche de la première direc- 
tion principale du même angle. . 
Nous conviendrons de fixer les directions des lignes &, B de ma- 
nière qu'elles forment un système de coordonnées à droite, la con- 
trainte tangentielle t étant alors positive (1) 
(fig. 64). Désignons par 0 l’angle d’incli- 
naison de la tangente à la ligne «& qui est 
% mesuré dans la direction positive à partir 
de l’axe des x. 
Les équations différentielles des fa- 
milles &«, B seront respectivement 


dy _ dy _ 
7 = t80, = —cotg6. (31.7) 
Fig. 65 Les lignes de glissement couvrent le 


domaine d'un réseau orthogonal. L'élément 
infiniment petit, localisé par les lignes de glissement, éprouve une 
traction identique dans les directions des lignes de glissement 
(fig. 65). 

3. Etat d'écoulement. Soit un milieu qui se trouve dans un état 
de plasticité parfaite. Alors la condition d'écoulement doit être 
vérifiée : 

= const — Ts 
ou 
Omax — Omin = 2Ts. 


(*) Notons que le système des directions tourné d'angle x par rapport 
au système représenté sur la figure 64 satisfait également à ces conditions. 
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Désignant t, par k, on obtient: 


(0x —0,)?+ 41%, = 4k2. (31.8) 


On ajoutera ici deux équations différentielles d’équilibre (les 
forces volumiques étant absentes): 


+ =0, += 0. (31.9) 


Si les contraintes sont données à la frontière du corps, on dispose 
alors d'un système d'équations complet pour définir l’état de con- 
trainte (et ceci indépendamment de la déformation). Les problèmes 
de ce type sont appelés sfatiquement déterminés. 

On adjoint aux équations citées les relations qui lient les com- 
posantes de la contrainte aux accroissements des composantes de 
la déformation; ce seront les relations (13.7) dans lesquelles on éli- 
mine les termes se rapportant à la déformation élastique, c.-à-d. 
les relations de la théorie de la plasticité de Saint-Venant — von 
Mises (13.12). Dans le cas de déformation plane, il ne reste que trois 
relations (pour E., E,, n:7) d’où il découle l'équation 


dx y 

Ox—0Oy 0x y 

y 2 Fi 
ôy + ôz 


affirmant que la direction des éléments de surface de la contrainte 
tangentielle maximale coïncide avec celle des éléments subissant 
une déformation de cisaillement à une vitesse maximale. En outre, 
la condition d’incompressibilité 


C2 dvy 
doit être vérifiée. 

Pour les cinq inconnues 6,, Gy; Trys Vxr Vyr ON à cinq équations 
(31.8) à (31.11) 

4. Méthode semi-inverse. Si le problème est statiquement déter- 
miné, on trouve les contraintes 6,, 6,: T.y indépendamment des 
vitesses v,, v,; les contraintes étant trouvées, on a alors pour cher- 
cher les vitesses le système d'équations linéaire (31.10), (31.11). 
On peut calculer le champ des vitesses en résolvant ce système pour 
les conditions aux limites données. 

Si le problème est statiquement indéterminé, il faut alors ré- 
soudre conjointement les équations par rapport aux contraintes 
et aux vitesses, ce qui sera lié à des difficultés notables. Dans ces 
problèmes on utilise souvent la méthode semi-inverse : on essaie de 
trouver un champ des lignes de glissement tel que la répartition des 
10—0653 
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vitesses s'accorde avec les conditions aux limites. On doit en même 
temps donner dans telle ou telle mesure les contours de la zone plas- 
tique et compléter les conditions aux limites pour la contrainte. 
Malgré leur caractère limité, les procédés de ce genre ont permis 
de trouver de nombreuses solutions importantes. De ce qui précède 
découle notamment l’intérêt majeur que présente l’analyse du système 
d'équations (31.8), (31.9) pour les contraintes. Penchons-nous 
sur l’étude détaillée des propriétés des solutions de ce système d’équa- 
tions. Une méthode plus complexe de solution conjointe des équa- 
tions pour les contraintes et les vitesses sera envisagée par la suite 
(paragraphe 51). 


32. LIGNES DE GLISSEMENT, LEURS PROPRIÉTES 


1. Lignes caractéristiques. Envisageons donc les équations aux 
contraintes (31.8), (31.9). 
Prenons les formules connues de la théorie des contraintes: 


Ge HE + ME cos 2(1, x), | 


C1 H02 __ O1— 02: 
2 


Oy = D. cos 2 (1. x), 


Tey = A sin 2(1, x), 


remplaçons, dans ces équations, la demi-somme des contraintes prin- 
cipales par 6, la demi-différence par 4 (conformément à la condition 


d'écoulement) et passons à l'angle 6 = (1, x) — TL. On a alors: 


Ox—=0—k sin 28, 
0, =0+k sin 28, (32.1) 
Ty = k cos 28. 


Il est évident que la condition d'écoulement (31.8) est alors véri- 
fiée. 

Portant ces valeurs dans les équations d'équilibre, on obtient 
un système de deux équations différentielles non linéaires aux déri- 
vées partielles du premier ordre par rapport aux fonctions inconnues 


o (x, y), 8 (x, y): 

90 90 A 00 

7 — 2k (cos 20 2 + sin 20 2) —0, | _—. 
dc $ 40 68 7 
Fe — 2k (sin 20 2 — cos 20 &-) = 0. | 


Les méthodes d'élaboration et les propriétés de la solution du systè- 
me d'équations différentielles obtenu sont déterminées avant tout 
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par le type du système (cf. Appendice). Montrons que ce système est 
du type hyperbolique. 

Pour définir l’hyperbolicité d’un système, il faut montrer qu'il 
existe deux familles réelles différentes de lignes caractéristiques. 
On peut s’y prendre de différentes manières. L'application d’une 
méthode « déterminante » ordinaire (cf. Appendice) nécessite de 
nombreux calculs et n'est pas suffisamment illustrative. C'est 
pourquoi nous utilisons le procédé suivant qui est plus simple. 

Soit une ligne quelconque L dans le plan x, y (fig. 66) 


z=z(s), y —y(s) 
le long de laquelle on connaît les valeurs des fonctions cherchées 
o—=cot(s)}, 0 — 0 (s). 


On cherchera la solution © (x, y), 8 (x, y) prenant la valeur 
donnée © (s), 8 (s) le long de la ligne L. Le problème relatif à 
l'élaboration d’une telle solution est appe- 
lé problème de Cauchy. Dans le langage 
géométrique, ce problème consiste à mener 
une surface intégrale par la courbe donnée. 

La solution du problème de Cauchy est 
impossible si L est une ligne caractéristi- 
que, puisque dans ce cas il est impossible 
de déterminer de manière univoque, le long 
de ZL, les dérivées premières de la solution à 
partir des équations différentielles (ce qui, 
dans le langage géométrique, signifie qu'il Fig. 66 
est impossible de déterminer univoquement 
le long de Z le plan tangent à la surface intégrale). o et 6 étant 
connues sur la ligne L, on connaîtra aussi les dérivées 3° a si 
ces fonctions sont dérivables. On repérera alors s, et s, dans un 
système de coordonnées local, formé par la tangente et la normale 
à Len un certain point P (fig. 66). Notons que les équations d'équilibre 
et la condition de plasticité ne changent pas lorsque l’on passe du. 
système de coordonnées zr, y au système s,, s.. Les équations 
différentielles (32.2) gardent également leur ancienne forme: 


6 46. ® : … on 
sr 2h (cos 20 + sin 20 7) =0, | 


= ui à (32.3) 
Fe —2k (sin 20 —— cos 20 3) =0, | 
l'angle 0. définissant la direction de l’élément de surface de glisse- 


ment en un point P, y est mesuré à partir de l’axe des s.. Les dérivées 
do 08 : , des a PR 
a" ge Sur L étant connues, on peut, si 0 diffère de 0, T° déduire à 


10° 
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ô6 


as 2 et résoudre de la sorte le problème 


partir de (32.3) les dérivées 


de Cauchy. 
Si, par contre, L est confondue avec la ligne de glissement, on 


aura alors 0 — 0, . et l’on ne pourra pas dans ce cas déduire les 


s 


dérivées mentionnées à partir des équations différentielles (32.3). 
La ligne L sera dans ce cas une ligne caractéristique. 

Ainsi, les lignes caractéristiques se confondent avec les lignes de glis- 
sement ; il est évident qu'il existe deux familles réelles différentes 
de lignes caractéristiques. Le système de départ est donc du type 
hyperbolique. 

Si les axes de coordonnées s,, s, se confondent avec les directions 
des tangentes aux lignes de glissement, les équations différentielles 
(32.3) prennent une forme simple 


ô 9 


où on ; = sont les dérivées suivant les lignes «, f. 

Ces équations ont une signification mécanique simple; elles 
sont les équations différentielles d'équilibre de l'élément infiniment 
petit du milieu plastique, qui est engendré par le réseau des lignes 
de glissement (élément de glissement ; fig. 65), ce réseau étant consi- 
déré comme une sorte du réseau de coordonnées naturel du problème 
en question. 

P étant un point arbitraire sur la ligne de glissement, on aura 
alors respectivement le long des lignes de glissement des familles @, 


\ 
tg0, | SE = —cotg6, | 
! (32.5) 
+ —0=const=E, | + 8— const = 1. 

Ces relations, pour le problème plan de la théorie de la plasticité, 
ont été déduites pour la première fois par H. Hencky (1923). Des 
relations de caractère plus général furent obtenues antérieurement 
pour le massif pulvérulent par Kôtter (1903). 

En principe, le paramètre E varie lors du passage d’une ligne de 
glissement de la famille & à une autre. Exactement de la même 
manière change le paramètre n lorsque l’on passe d’une ligne de la 
famille f à une autre. Ainsi, Ë ne dépend que du paramètre Bet n 
que de &, autrement dit: 


E—E(B), n=n(). 


Si l’on connaît le champ des lignes de glissement et, sur ces der- 
nières, les valeurs des paramètres Ë, n, on connaîtra alors ©, 6 en 
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chaque point, c.-à-d. que les composantes 6,, 6,, t;, de la con- 
trainte sont connues. Notons que, dans le problème envisagé, à la 
différence du problème linéaire (le problème de l'équation des on- 
des, par exemple), les lignes caractéristiques dépendent de la solu- 
tion cherchée qui est le champ des contraintes. En particulier, une 
courbe arbitraire y — y (x) peut être caractéristique si un état de 
contrainte approprié se forme le long de cette courbe (c.-à-d. si 
l'angle 6 correspondant est déterminé). 

2. Propriétés des lignes de glissement. Les lignes de glissement 
font preuve de toute une série de propriétés remarquables, étudiées 
surtout par Hencky. Envisageons donc ces propriétés. 

1) Le long des lignes de glissement, la pression varie proportionnelle- 
ment à l'angle formé par la ligne de glissement et l'axe des x. Cette 
propriété est évidente, car o — 2k0 + const le long de la ligne « 
et o — —2k8 + const le long de la ligne $. 

2) L'angle 0 et la pression o changeront d'une même grandeur 
(premier théorème de Hencky) si l'on passe d’une ligne de glissement 
de la famille B à une autre le long de n'importe quelle ligne de glisse- 
ment de la famille a. 

En effet, des relations 


—0=E, +01 (32.6) 
il découle que 
O=k(E+ mn), 0=+(n—E). (32.7) 


Soient deux lignes de glissement quelconques B — B,, B — Be 
de la famille «& et deux lignes de glissement & — a, &« — «a, de la 
famille B (fig. 67). Le long de ces lignes, on a respectivement : 


E—E%r, EE; nn =1M,:. n = Ne. 


Portant ces valeurs dans les formules (32.7) pour les points d’in- 
tersection À, ..., A+, on trouve facilement : 


1 1 
Pi = Das — Da TT (ne— 14), Ma = Ouss — Das = TZ (ne — 1), 
c.-à-d. p, — @2. On obtient de la même façon: 


Oo — OAy = OAgs — OA. 


Il est évident que nous en viendrons à des conclusions analogues 
si nous passons d’une ligne de glissement de famille & à une autre 
le long de n’importe quelle ligne $. 

3) Si la valeur de © est connue en un point quelconque du réseau 
de glissement donné, elle peut être calculée partout dans le champ. 
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Soit oA une valeur connue au point À (fig. 68); connaissant 6, 
en ce point, on calcule immédiatement la valeur du paramètre n, 
pour la ligne de glissement f passant par À. 

Par la suite, au point B, on trouve facilement ox — 2k (n: — 0;) 


et E, = ul — 0,; la valeur de la pression © au point C sera obtenue 
par la formule oc = 2k (E, + Go). 
4) Si un segment quelconque de la ligne de glissement est une droite, 


les valeurs de ©, 8, les paramètres E, n et les composantes ©,, 6y, txy 
de la contrainte sont constants le long de cette droite. En effet, si l’on 


œ= œ, 


Fig. 67 Fig. 68 


admet, par exemple, que le segment de la ligne & est une droite, 
on a alors le long de celle-ci 6 — const et le paramètre E constant. 
Mais alors, conformément à (32.6), on a également © — const. Par 
conséquent, le long du segment en question, le paramètre n sera lui 
aussi constant. 

Si dans un domaine quelconque, les deux familles de lignes de glis- 
sement sont rectilignes, les contraintes y seront réparties uniformé- 
ment, les paramètres E, n étant constants. 

5) S'i un segment quelconque d'une ligne de glissement de la famille f 
(ou a) est une droite, tous les segments correspondants des lignes B (ou a), 
découpés par les lignes de la famille à (ou B) (fig. 69), seront des droites. 

Cette conclusion découle de la deuxième propriété, étant donné 
que l'angle compris entre deux tangentes correspondantes à deux 
lignes de glissement quelconques reste constant lorsqu'un mouvement 
se produit suivant les lignes f choisies. 

Dans un tel domaine, les contraintes ©,, 6,, T,, Sont constantes 
le long de chaque segment de droite, bien qu’elles varient en passant 
d’un segment de B à l’autre. Les états de contrainte de ce genre sont 
appelés états de contrainte simples. 
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Comme on l’a démontré, les deux paramètres E, n sont constants 
le long de chaque segment rectiligne ; le paramètre Ë ayant une 
valeur constante le long de chaque 
ligne a, on a ë — const dans tout le 
domaine A BB'A'. 

G) Les segments de droite découpés \ 
par les lignes de glissement d'une autre 
famille ont une même longueur. En 
effet, envisageons les lignes de glisse- 
ment AA’, BB'. La développée (le 
lieu géométrique des centres de cour- 
bure) d'une courbe quelconque est 
l'enveloppe de la famille de normales 
à la courbe. Il est évident que les li- 
gnes de glissement A4’ et BB’ ont la 
même développée D. Comme on le 
sait, la courbe initiale peut être cons- 
truite par dévidage du fil de la déve- 
loppée. Mais alors, lorsque l’on trace 
la courbe BB, le fil sera plus court 
du segment AB que si l’on trace la 
courbe A4’. 

7) Si l'on s’avance le long d'une ligne de glissement quelconque, 
les rayons de courbure des lignes de glissement de l'autre famille varient 
aux points d'intersection de la distance franchie (deuxième théorème de 
Hencky). 

Les rayons de courbure R,, R8 des lignes a, B sont déterminés 
par les relations 


Fig. 69 


1 __® 1 _æ 
Ra a ? Rg sp ” 
Le rayon de courbure R, (Rg) est positif si le centre de courbure 
se trouve dans le sens de l’accroissement de sg (de s,). Envisageons 
les lignes infiniment proches des familles &, $ délimitant l'élément de 
glissement As, As (fig. 70). Il est évident que 
lRasAO" = Sa FT RgN®° = As. 
Calculons la dérivée de As, le long de la ligne f: 


Ra— Asp) A8 —RÇA8" 
( œ 2 [3 ee _ A6”. 
sp 


(32.8) 


9 LA 
ES (RaA9”) — 


Comme il est démontré, l'angle A6” entre deux lignes f est cons- 
tant, par conséquent, 
ôRa ôRB 
ETS as ôSa 


La deuxième relation est déduite de façon analogue à la première. 


= —1. (32.9) 
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Les points d’intersection 0”, O0” des normales 0’A, O’A' et O"A, 
O”"A” sont les centres de courbure des lignes B, &« respectives au 
point À. 

Le rayon de courbure AP de la ligne f au point À est égal à la 
somme du rayon de courbure BQ de la ligne $ au point B et de la 
longueur de l’arc AB (fig. 71). 

Le théorème de Hencky peut être représenté également sous 
une autre forme (Prandtl) : aux points d’intersection avec la ligne a, 


Fig. 70 Fig. 71 


les centres de courbure des lignes f forment la développante PO 
de la ligne «. 

8) Le théorème de Hencky montre que le rayon de courbure des 
lignes de glissement 6 diminue lorsque l'on se déplace vers leur conca- 
vilé. 

Le rayon de courbure des lignes f doit se réduire à zéro si l’ex- 
tension de l’état plastique est suffisamment grande, ce qui cor- 
respond à l'intersection de la développante OP avec la ligne de 
glissement 40. Par ailleurs, la ligne de famille f aura sa pointe en 
un point ©. En outre, il découle clairement de cette construction 
(fig. 71) qu’il y a convergence des lignes de glissement infiniment 
proches AO, 4'O au point O. Ce point O appartient à l'enveloppe 
des lignes de glissement de la famille &«. Ainsi, l'enveloppe des li- 
gnes de glissement d’une famille est le lieu géométrique des points 
de rebroussement des lignes de glissement de la deuxième famille. 

Ayant en O le point de rebroussement, les lignes de glissement f 
ne peuvent pas couper l'enveloppe. Autrement dit, l'enveloppe est 
la frontière de la solution analytique. 

Soit AB l'enveloppe des lignes &. Traçons, en un de ses points P, 
un système de coordonnées local s,, ss (fig. 72). Il découle des rela- 
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tions (32.8) que la dérivée ! est limitée au point P, tandis que 
L 2 


_ tend vers l'infini, car le rayon de courbure R$ — 0 pour les 
lignes B sur l'enveloppe. Mais alors on déduit des équations diffé- 
rentielles d'équilibre (32.4) que 2 
œ 
le long de l'enveloppe, la dérivée 
normale de la pression moyenne © 
tend vers l'infini. 

9) Si le passage par la ligne de 
glissement (par exemple, une ligne 
quelconque f) entraîne la disconti- 
nuité des dérivées des composantes À 
de la contrainte, la courbure des 
lignes de glissement de la deuxième 
famille (&) est discontinue le long 
de la ligne f. 

Dans le système local s,, sp, les Fig. 72 
contraintes normales sont égales à 
la pression moyenne © (fig. 65) et les contraintes tangentielles 
sont constantes. dE 

La dérivée En est continue et la dérivée a est par hypothèse 
discontinue le long de la ligne f. 


Sur la ligne & on a ss (o — 2k0) = 0 et, par conséquent, le 
œ 


est limité et ©, oo. Ainsi, 
dsp 


ôs 
passage par la ligne f entraîne la discontinuité de la dérivée 
æ _ 1 
dx Ra ’ 


c.-à-d. que la courbure elle aussi varie par saut. 

Ainsi, le réseau orthogonal des lignes de glissement peut être 
composé de morceaux de diverses courbes analytiques; la tangente 
tourne continüment aux points de jonction, tandis que la courbure 
est en général sujette à des discontinuités. 

Pour conclure, nous noterons que les champs de glissement 
présentent nombre d’autres propriétés intéressantes (cf., par exem- 
ple, [#6 47]) sur lesquelles nous ne nous arrêterons pas, car en général 
elles n’ont pas d'application dans les solutions des problèmes de la 
théorie de la plasticité. 
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1. Linéarisation. Selon M. Lévy, le système de départ des équa- 
tions différentielles (32.2) peut être linéarisé. Notons, pour com- 
mencer, qu'il est commode de prendre les paramètres E, n pour des 
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fonctions inconnues. Introduisant dans (32.2) 


o—=k(E +1), 87 (n— E), 


multipliant ensuite successivement la deuxième des équations obte- 
nues par tg 0, —cotg 6 et additionnant à la première, on obtient 
après simplification 

_… + À tg0—0, À cotg0— 0. (33.1) 
Ce sont des équations non linéaires homogènes dont les coefficients 
ne sont que les fonctions de E, n. Un tel système est dit réductible 
puisqu’il se ramène au système linéaire par inversion des rôles des 
variables dépendantes et indépendantes (1). En effet, soient 


z=zx(E.n), y—y(ë,n), 


le jacobien de la transformation étant non nul dans le domaine 
considéré : 


A (Ë, 1) = D(E, n) __ dE ôn Œ M 20. 


D (2, y) 0z dy ôy Ôôz 
Introduisant les valeurs des dérivées partielles 
Œ __n ôy IA 97 9 _: dy M _\Èz 
mn En æ 18 GE ? a D 
dans les équations différentielles (32.1) et simplifiant par le fac- 
teur À Æ 0, on trouve: 


dy | 8z =0, #20 
æ + æœ cote 0—0, n 3m “8° 0. (33.2) 


C'est un système linéaire à coefficients variables, dit canonique, 
car dans chacune de ces équations les dérivées n’interviennent qu’une 
par une. 


A l’aide de la substitution proposée par S. Mikhline, 
z—zcos0—ysin0, y=zsin0+ycos0, 


où z, % sont de nouvelles variables, le système (33.2) est transformé en un syste- 
me d'équations à coefficients constants 


dy zx ôz 


… y _ 
Ho, 0. (33.3) 


On constate aisément que chaque nouvelle variable (zet y) satisfait à l'équa- 
tion des télégraphistes, par exemple: 


&r _1 z 
dE 4 
@) Cf. Appendice. 
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2. Les intégrales du problème plan. Le système obtenu (33.2) 
n'est pas en général équivalent aux équations de départ (32.2), car 
à l’inversion on perd les solutions pour lesquelles le jacobien A (E, n) 
est identiquement nul. Cependant, ces solutions (« intégrales du 
problème plan »), qui sont souvent rencontrées dans les applica- 
tions et qui ont été découvertes auparavant d'une autre manière 


# a) d) 


£ 
[e 4 


Fig. 73 


(paragraphe 32), peuvent être déterminées directement sans aucune 
difficulté. 

Examinons-les d'après la méthode de S. Khristianovitch [!#]. 
On réussit, au moyen des équations (33.1), à écrire la condition 
A (E, n) = 0 sous la forme: 


J1 en découle trois cas pour lesquels les solutions des équations (32.1) 
réduisent le jacobien À (£, n) à zéro dans un certain domaine: 


1) E= const — 4, 1n = const — no; 
2) n = const = 1; 
3) E = const = E,. 


Le premier cas se rapporte à l’état de contrainte homogène dans 
un domaine quelconque. Les lignes de glissement y seront repré- 
sentées par deux familles orthogonales de droites parallèles (fig. 73, a). 

Dans le deuxième cas, une des équations (33.1) est vérifiée. Puis- 


que E — —20 + n,, l’autre équation sera récrite sous la forme 
06 æ@ . 
Br S0+3 sin 60—0. (33.4) 


C'est une équation différentielle quasi linéaire dont la surface 
intégrale est constituée par des caractéristiques. Leurs équations 
ont pour expression : 
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Les solutions de ce système d'équations différentielles ordinaires 
sont évidentes : 
0 = const = C,, y —zxtg 0 = const = C.. 


Ainsi, une famille de lignes de glissement est une famille de droites 
dépendant de deux paramètres €, et C;. Etant donné que o — 
= 2k (no — 0), les contraintes sont constantes le long de chaque 


? 7 
Tof-— | 
£ Eé 
2) c) 
Fig. 74 


droite de ce type (mais elles varient d’une droite à l’autre), c.-à-d. 
qu'il s’agit d’un éfat de contrainte simple (paragraphe 32). La solu- 
tion générale de l'équation (33.4) peut être mise sous la forme 


où ® (6) est une fonction arbitraire. 

La deuxième famille de lignes de glissement est construite selon 
les méthodes ordinaires comme une famille de courbes orthogonales 
(fig. 73, b); l'équation différentielle de cette famille est intégrée 
sous une forme fermée [!#]. 

Le troisième cas d’intégrabilité est semblable au deuxième; 
pour l’envisager, il faut répéter les calculs précédents. 

3. Application. On peut interpréter la solution E — E (x, y), 
n =n(x, y) comme l’application du plan « physique » x, y sur le 
plan des paramètres E, 1. Cela étant, on assiste à l’application du 
domaine du plan x, y, où le jacobien de transformation diffère de 
zéro, dans un certain domaine (en général, à plusieurs feuillets, 
cf. [*]) du plan E, n. 

Les intégrales du problème plan produisent une autre application. 
Ainsi, dans le premier cas E = E,, n — n, (état de contrainte homo- 
gène), l'image par application d’un domaine D quelconque du plan x, 
y sur le plan E, n est un point de ce dernier (fig. 74, a). 

Dans le deuxième cas n = n, (état de contrainte simple), on a 
l'application du domaine D sur un segment de droite n = 1 
(fig. 74, b). Dans le troisième cas £ — E, (état de contrainte simple) l'ap- 
plication est d’un caractère analogue (fig. 74, c). 

4. Etats de contrainte simples. Considérons un peu plus en détail 
les solutions relatives aux états de contrainte simples. 
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L'état de contrainte homogène est un cas particulier de ces solu- 
tions. Dans ces domaines le réseau des lignes de glissement est formé 
par deux familles orthogonales de droites parallèles (fig. 73, a) et 
les paramètres £, n sont constants (E — E,, n =: 10. fig. 74, a). 

Dans le cas général de l’état de contrainte simple, une famille 
de lignes de glissement (œ, par exemple) consiste en des lignes droites; 
les courbes, orthogonales à ces lignes droites, forment la deuxième 
famille B (fig. 73, b), le paramètre n étant constant (fig. 74, b). On 
aura une image analogue si la famille $ est une famille de lignes 
droites (fig. 74, c). 

Pour l’état de contrainte simple, les droites de glissement (les 
lignes B, par exemple, fig. 75) sont des tangentes à l'enveloppe de 


œ 
$£ 


\ 


Fig. 75 Fig. 76 


la famille (cf. paragraphe 32, fig. 69); cette enveloppe est appelée 
courbe limite. Dans le cas considéré, la famille «& est constituée des 
lignes équidistantes qui sont des développantes par rapport à la 
courbe limite. 

Le champ centré des lignes de glissement est un cas important de 
l’état de contrainte simple. Il est formé par un faisceau de droites 
et des cercles concentriques (fig. 76). L’enveloppe y dégénère en un 
point qui est le centre O. Dans l'exemple considéré, le paramètre n — 
— const — n, si les lignes & sont des droites. Les contraintes norma- 
les des éléments de surface radiaux et périphériques sont égales évi- 
demment à la pression moyenne o — 2k (—8 + n,), autrement dit, 
elles sont les fonctions linéaires de l’angle d’inclinaison de la droite. 
Les contraintes sont discontinues au centre O qui est un point sin- 
gulier du champ des contraintes donné. 

Le théorème important suivant découle de ce qui précède. 

Il y a toujours un état de contrainte simple dans le domaine voisin 
du domaine où l'état de contrainte est homogène. 

Soit un état de contrainte homogène dans le domaine À (fig. 77), 
c.-à-d. E — E4, n — 19. Supposons que le segment de la ligne de glis- 
sement L, qui est la frontière du domaine À et qui appartient, 
disons. à la famille de lignes de glissement $, est une droite sur la- 
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quelle on a également £ — £,, n — n,. Comme nous l'avons dé- 
montré précédemment, dans le domaine voisin B, une famille de 
lignes de glissement (B) sera constituée par des segments de droites 
d'égale longueur, et le paramètre Ë — const — £, étant donné que 


chacune des lignes de glissement & coupant Z porte la même valeur 
constante E,. 

Nous avons l’image suivante dans le plan E, n : l’image du do- 
maine À obtenue par application est le point E,, n,, et celle 


7 A 


Fig. 78 


du domaine B, le segment de la droite E — Ë, qui est issu du point 
mentionné. 

A cette solution, le long de la frontière rectiligne du domaine, 
on ne peut adjoindre que les états de contrainte simples (en parti- 
culier, l’état de contrainte homogène). 

On peut relier les domaines de l’état de contrainte homogène 
de différentes manières au moyen des domaines de l’état de con- 
trainte simple. Donnons les exemples les plus simples. 

Sur la figure 78, a, est représenté un champ de glissement com- 
posé de deux domaines différents de l’état de contrainte homogène 
qui sont réunis par le champ centré B. Le champ des contraintes 
est continu dans tout l’ensemble du domaine À + B + C (sauf 
le centre O); le paramètre E est constant (E — E,). L'application 
dans le plan E, n est montrée dans la partie droite de la figure 78, b. 

Un cas un peu plus compliqué est montré sur la figure 79. Les 
domaines de l’état de contrainte homogène À, C, E y sont réunis 


, 
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par deux champs centrés B et D, et les contraintes y sont continues 
(sauf le centre O). L'application dans le plan E, n consiste en deux 
segments de droites qui se coupent. 


Fig. 79 


Les constructions similaires des champs de glissement sont lar- 
gement employées dans la résolution des problèmes particuliers. 


34. CHAMP À SYMÉTRIE AXIALE 


Comme il sera montré au paragraphe 36, un champ des contrain- 
tes à symétrie axiale se matérialise au voisinage de la partie circu- 
laire du contour (libre ou uniformément chargée). En raison de ce 
qui précède, de tels champs sont souvent rencontrés dans les solu- 
tions de divers problèmes. 

1. Cas de v,, = 0. Envisageons le champ de glissement autour 
d’un orifice circulaire de rayon a chargé par la pression uniforme p. 
Soient r, p les coordonnées polaires. En l'absence de contrainte tan- 
gentielle sur le contour de l’orifice, on a t,, = 0 selon la condition 
d'équilibre. En chaque point du champ, les éléments de surface prin- 
cipaux ont alors les directions radiale et périphérique. La ligne 
de glissement sera une courbe qui coupe en chacun de ses points le 


rayon issu du centre sous un angle de + z. Cette propriété n’est 
propre qu'aux spirales logarithmiques 


p—Iln =, p+ln==a, (34.1) 


qui forment justement deux familles orthogonales (fig. 80). Ces 
lignes s’observent de manière satisfaisante dans les essais (fig. 81). 

Si au voisinage du contour 6, > 0, 6, << 0, la condition d'écou- 
lement est de la forme o, — ©, = 2ket l’état de contrainte se définit 
par les formules précédentes (26.3) : 


G=—p+2kinT, 0g=0+2k. (34.2) 
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On s'assure aisément que les relations (32.6) sont vérifiées le long 
des spirales logarithmiques (34.1). 

I1 faudra mettre le signe moins devant 2k dans les formules (34.2) 
si la condition d'écoulement est de la forme ©, — 6, — —2k. 


Fig. 80 Fig. 81 


2. Cas général. Le cas général du champ à symétrie axiale pour 
Tr9 Æ 0 a été examiné par S. Mikhline. La condition d'écoulement 
a maintenant la forme 


Ecrivons les équations différentielles d'équilibre 


try 2tr9 
Ar Tr —=0, dr ee r =0. (84.3) 


Soient les composantes normale et tangentielle de la contrainte 
sur le contour de l'orifice 
Or=—9p, Te—=g Pour r=a, (34.4) 


avec | qg|< k. A partir de la deuxième équation d'équilibre et de la 
condition aux limites on trouve que 


2 
To=q(+)". (34.5) 
On tire maintenant de la condition d'écoulement : 
—o=+y kg (2). (34.6) 


Portant cette différence dans l’équation différentielle d'équilibre, 
intégrant cette dernière et déterminant la constante arbitraire de la 


0 
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première condition aux limites on obtient: 


s=—pæ+k[2in VER - (EE VE), 


D A 72. 
où 4 +. 


Si 9 0, les lignes de glissement ne seront plus des spirales 
logarithmiques. 


35. CONDITIONS AUX LIMITES POUR LES CONTRAINTES 


Soient o,, t, les composantes normale et tangentielle de la con- 
trainte sur le contour C et | tr, | & k. Conformément à (1.3), (1.4) 
On, Tn Sont liées aux composantes 6,, 6,, Ty par les formules 


On = Ox COS? P + O0, Sin? P + Txy Sin 2, | 
1 : (35.1) 

=> (0, —6,) sin 29 + T:,c0s 2ç, J 

où œ est l’angle formé par la normale au contour C et l’axe des z 

(fig. 82). Le milieu se trouvant dans un état plastique, on obtient 


alors en portant les formules (32.1) 
dans (35.1): 


On —=0—k sin 2 (0—), ë 
Th = k cos 2 (8— ). } (9e) 


Sir=xt(s), y = y(s) sont les équa- 
tions du contour et 6, (s), t, (s) les 
contraintes données, on peut alors 
considérer o& = 0 (s), 0 — 0 (s) com- 
me connues sur le contour, de même 
que les paramètres £, n. En parti- Fig. 82 
culier, si le segment de la frontière 
est une droite (p — const) et les contraintes o,, v, sur cette fron- 
tière sont constantes, alors ©, 6 et, par conséquent, Ë, n sont cons- 
tants eux aussi. 

Notons que 6, @ (et. par conséquent, les contraintes 6,, 6, Txy) 
sont déterminées à partir de (35.2) de façon non univoque: 


8 = p+ Zarc cos + mr, (35.3 
0=0,+ksin 2(0— ), 


où arc cos est la valeur principale et =» un entier arbitraire. L'exis- 
tence de deux solutions pour 6, 8, satisfaisant à la condition d'écou- 
lement s'explique par le caractère quadratique de cette dernière. 
11—0653 
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Pour choisir le signe, il faut des conditions complémentaires qui 
seront empruntées chaque fois de l’énoncé mécanique du problème 
lui-même. Le raisonnement suivant 
nous sera d’une aide sensible. Envi- 
sageons la contrainte normale 6: 
dans le voisinage du contour C 
(fig. 82): 


Ot — 20 — ©. 


CELL CAL L 
MUR, om, me 
n peut juger parfois du signe de o,, 
Fig. 83 ce qui nous permet de choisir cor- 

rectement la solution. 
Dans un cas particulier important où il n'y a pas de contrainte 
tangentielle (x, = 0) sur le contour C, les formules (35.3) se simpli- 


fient 
0=pæ+ + mn, | 


O—0n +k, J 
et respectivement 0: — 0, + 2k. | 
Voyons l’exemple le plus simple de la frontière rectiligne libre 
x = 0 (fig. 83); sur cette frontière qg = 0, o, = 0, r, = 0 et, par 
conséquent, 28 — +5 + 2mn, o = +k, 0, = 0, 0, = 6: = +2k, 
c.-à-d. qu'il peut y avoir au voisinage de la frontière soit une trac- 
tion en direction des y, soit une compression. 


(85.4) 


36. PROBLÈMES FONDAMENTAUX AUX LIMITES 


Pour envisager les problèmes concrets, il faut construire les 
solutions des équations hyperboliques obtenues (32.2), satisfaisant 
à diverses conditions aux limites. Or, en général, on doit pour cela 
résoudre plusieurs problèmes aux limites. La description concise 
des problèmes principaux sera donnée dans ce qui suit. On trou- 
vera des renseignements plus détaillés dans les manuels relatifs 
aux équations de physique mathématique. 

1. Problème de Cauchy. Le problème de Cauchy (problème 
des valeurs initiales) est le plus important des problèmes considérés. 
Soit dans le plan x, y un arc AB à tangente continue (fig. 84), x — 
= z(s),y = y (s), où s est un paramètre quelconque, qui ne coïncide 
nulle part avec les directions caractéristiques et qui est coupé une 
fois seulement par chaque caractéristique (1). Sur l'arc AB on con- 
naît les fonctions o = © (s), 0 = 0 (s) qui sont continues avec les 
dérivées premières et secondes. On doit construire la solution des 


() Si cette dernière condition n’est pas vérifiée, le problème de Cauchy, 
en général, n'a pas de solution. 
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équations (32.2) qui, sur l'arc AB, prend les valeurs données. La 
solution recherchée existe et elle est unique dans le domaine trian- 
gulaire À PB limité par l'arc AB et les lignes de glissement (caracté- 
ristiques) æ&, f qui sont issues de ses extrémités. En particulier, les 
fonctions © (x, y), 0 (x, y) sont définies également sur les côtés AP, 
BP. La solution est continue avec les dérivées jusqu'à l’ordre deux 
y compris. 

Une construction analogue peut être exécutée aussi de l’autre 
côté de l’arc AB. 

La solution au point P ne dépend que des données sur l'arc 4B. 
Cet arc est appelé domaine de dépendance pour le point P. Si l'on 
change les données en dehors de l'arc AB, la 
solution ne variera qu'au-delà du triangle ABP. 
Par conséquent, à la solution fixée à l'inté- 
rieur de ce triangle on peut ajouter en géné- 
ral diverses solutions le long de la ligne de 
glissement. Autrement dit, les solutions peu- 
vent avoir différentes expressions analytiques 
dans les domaines voisins. 

Ensuite, les valeurs de © (s), 6 (s), fixées en 
un point quelconque de l'arc Q, n’influent sur 
la solution qu'en des points situés à l’intérieur 
de « l’angle caractéristique » qui est formé par 
les lignes de glissement issues du point Q. 

L'existence et l’unicité de la solution susindiquée ont lieu lors- 
que sont vérifiées les conditions de régularité de l'arc AB et de 
continuité des données initiales. Si les dérivées des données initia- 
les sont discontinues en un certain point C, les résultats mentionnés 
ne seront vrais que dans les domaines triangulaires ACP', BCP”. 
On peut construire aussi la solution pour la partie restante du domai- 
ne CP'PP”", mais les dérivées de la solution seront discontinues le 
long des caractéristiques CP’, CP”. La discontinuité des dérivées ne 
s'étend que le long des caractéristiques et ne peut disparaître le long de 
celles-ci. 

Arrêtons-nous sur les conséquences les plus simples utilisées 
largement dans les applications. 

Le champ des contraintes à la frontière libre de tout effort n'est défini 
que par la forme de la frontière. 

En effet, la contrainte tangentielle +, étant nulle à la frontière, 
la direction de la normale au contour est l’une des directions prin- 
cipales, ct les lignes de glissement s’approchent du contour sous un 
angle de 45°. Par conséquent, le contour ne se confond nulle part 
avec la direction caractéristique et nous avons le problème de Cau- 
chy dont la solution est unique. 

En particulier, à la frontière libre rectiligne, il y aura ioujours un 
champ de traction ou de compression uniaxiale uniforme de grandeur 2k, 


11° 


Fig. 84 
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* parallèle à la ligne de la frontière (fig. 85, a). Par exemple, si l'axe 
des x est parallèle à la frontière AB, dans le domaine ABP 6, — 
= + 2k, 0, = try = 0. 

A la frontière libre circulaire BA (fig. 85, b), le champ de glisse- 
ment est formé par les spirales logarithmiques et les contraintes sont 
données par les formules (34.2) pour p = 0. 


Fig. 85 


En vertu de (34.1), les équations des lignes de glissement B?. 
AP (si au point P on a @ = 0) ont respectivement la forme: 


RCE r1 ; LEE r4 
g—in—= mes p+in—= +ln—, 


où r, est la distance entre le point P et le centre. Au point B @ = Y, 
et, par conséquent, In _ = y et les contraintes en P seront 


= 2ky, 06 = 2k(1 + y). (36.1) 


Notons que si la condition d'écoulement est de la forme ©, — 
— 6, — —2k, il faudra mettre dans les formules précédentes le 
signe moins devant 2k. 

Les résultats cités sont presque totalement conservés si une 
pression normale uniforme p est appliquée le long de la partie envi- 
sagée du contour; la géométrie des lignes de glissement reste la 
même. À la frontière rectiligne, on aura maintenant un état de con- 
trainte homogène (le choix du système d’axes restant le même): 


Oy—= —p, Ox=+2k—p, Txy=0. 


À la frontière circulaire, on aura un champ de contraintes à 
symétrie axiale défini par les formules (34.2). Les données initiales 
au-delà de l'arc AB sont sans influence sur ce champ. Cette solu- 
tion ne dépend pas non plus de la forme de la frontière en dehors de 
l'arc circulaire AB. Par exemple, si la frontière est constituée par 
l'arc circulaire AB et le segment rectiligne BC (fig. 86), le champ 
de glissement au voisinage de AB sera formé par les spirales loga- 
rithmiques et il v aura un réseau orthogonal près de BC. 
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2. Problème caractéristique primaire (problème de Riemann). 
Soient les fonctions ©, 0 dont les valeurs sont connues sur les seg- 
ments des lignes de glissement OA et OB (fig. 87). Etant donné que o, 
8 vérifient sur OA, OB les équations différentielles d'équilibre de 


Fig. 86 Fig. 87 


l'élément de glissement (31.4), ces valeurs ne peuvent être totale- 
ment arbitraires; elles sont liées par les relations: 


57 —0=const=E le long de O4, (36.2) 
a +0— const =n le long de OB. (36.3) 


La solution sera alors déterminée dans le quadrilatère OACB. 
Notons que, sur les segments OA et OB, les fonctions ©, 8 deviennent 
généralement connues à partir des solutions construites dans les 
domaines voisins, et les relations citées sont donc nécessairement 
vérifiées. Ainsi, dans l'exemple représenté sur la figure 86, un pro- 
blème caractéristique primaire est résolu dans le domaine BDEF. 
Cela étant, les valeurs ©, 6 sur les caractéristiques BD et BF sont 
connues à partir de la solution du problème de Cauchy respective- 
ment pour les domaines BCD et ABF. 

Le cas dégénéré du problème caractéristique primaire est d’une 
grande importance; dans ce cas le segment de la ligne de glisse- 
ment OB (ou OA) se réduit à un point ©, le rayon de sa courbure 
diminuant infiniment pour une variation constante de l'angle 6 
(fig. 88). Toutes les lignes de glissement « convergent en un point O 
et les contraintes sont discontinues. 

La solution est déterminée dans le triangle OAC si l'angle d'ouver- 
ture au nœud O et les valeurs de o, 8 sur l’arc OA sont prescrits. 

3. Problème mixte. Sur le segment de la ligne de glissement 
OA (fig. 89), les fonctions ©, 8 vérifiant la condition d'équilibre 
(36.2) sont connues. La courbe non caractéristique OB, le long de 
laquelle est donné l'angle 6, est adjacente au segment OA. Un tel 
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problème surgit, "par exemple, si OB est une frontière du milieu et 
il n’y a pas de frottement sur cette frontière. Les lignes de glissement 
s’approchent alors de la courbe OB en faisant avec celle-ci un angle 


de _ et donc 6 est connue. On suppose que l'angle AOB est aigu 


(c.-à-d. qu’il se trouve à l’intérieur de l’angle caractéristique). 
La solution du ‘problème mixte est déterminée dans le triangle 
OAB. La construction elle-même est différente en fonction de la 


(es 


0 0 
Fig. 88 Fig. 89 Fig. 90 


grandeur de l’angle @ qui est défini au point O de la courbe OB. 
Si cet angle est égal à l’angle]OYau point O sur OA, le champ des 
lignes de glissement a la forme représentée sur la figure 89. En par- 
ticulier, s’il n’y a pas de frottement sur OB, l'angle au sommet O 


formé par les courbes OA et OB doit être égal à = . 


Au cas où la ligne & issue du point O, lorsqu'on s'approche de 
cette dernière le long de OB, se trouve à l’intérieur du domaine BOA 
(fig. 90), ce domaine est divisé en deux parties, à savoir: BOA’ 
et A’OA. La première d’entre elles se trouvera dans les conditions 
du cas précédent si l’on arrive à trouver les valeurs de o, 8 sur la 
ligne de glissement OA’. Mais ces valeurs peuvent être détermi- 
nées en résolvant le problème caractéristique primaire pour le do- 
maine AO” (dans le cas dégénéré) du fait que l’on connaît l’angle 
d'ouverture du faisceau de caractéristiques AO’. 


37. MÉTHODES DES SOLUTIONS NUMÉRIQUES 


La solution des problèmes aux limites examinés plus haut peut 
être obtenue par différents procédés. En particulier, pour les équa- 
tions linéarisées (33.2), les solutions du problème de Cauchy et du 
problème caractéristique primaire peuvent être représentées sous 
une forme fermée au moyen de la fonction de Riemann [*]. L'ap- 
plication de ces solutions nécessite des calculs volumineux. 
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On peut, à l’aide de l’appareil des fonctions dites métacylindri- 
ques examiné par L. Agamirziane [%], construire une solution analy- 
tique pour divers problèmes aux limites rencontrés dans le problème 
plan de la théorie de la plasticité. Si les fonctions indiquées sont 
récapitulées dans des tableaux, ce- 
la permettra de réduire sensible- 
ment le volume des calculs. 

Cependant, les méthodes plus 
simples sont des méthodes appro- 
chées pour la construction des 
champs de glissement, qui sont fon- 
dées sur le passage aux relations 
aux différences finies et sur l’ap- 
plication de telles ou autres pro- 
priétés des lignes de glissement 
(notons que, sous sa forme générale, 
cette méthode fut développée par Fig. 91 
Massot en 1899, cf. [4]). Des modi- 
fications différentes de telles constructions ont été exposées dans les 
travaux de V. Sokolovski [%], Hill [*’], Prager et Hodge [58] et 
d’autres auteurs. 

La description de quelques procédés de solution numériques des 
problèmes aux limites principaux est donnée ci-dessous. 

1. Problème caractéristique primaire. Divisons les segments 
des lignes de glissement 04, OB (fig. 91) en petites parties par les 
points 


(15:07, (2::0), 23.2 (0 0): 6, 
(0, 1), (0, 2), ..., (0, n), ... 


Nous conviendrons d'appeler les nœuds du réseau et de désigner 
par (m, n) les croisements des lignes de glissement passant par ces 
points. Les fonctions o, 8 étant connues sur les côtés OA et OB, 
trouvons d’après le premier théorème de Hencky les valeurs de ces 
fonctions dans le nœud (rm, n): 


On, n = Om, 0 + 00, n — 80, 0? (37.1) 
Om,n = Om, 0 + Oo, n — Oo, 0° (37.2) 


Les coordonnées des points nodaux sont calculées pas à pas. Sup- 
posons connus les coordonnées des nœuds (m — 1, n), (m, n — À) 
et l'angle 6 dans ces nœuds. La position du point (m, n) est déter- 
minée par le croisement des petits arcs; remplaçons ces derniers par 
des cordes dont la pente est égale à la valeur moyenne des pentes 
aux points initial et final (!). Remplaçons les équations différen- 


() On prend souvent la” pente de la corde égale à la pente au point initial; 
cela conduit à des résultats un peu moins bons. 
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tielles des lignes de glissement 


par les équations aux différences 
1 L 
Ym,n —Ym-1,n = (Zm, n—XIm-1, n) 8 (Om, n+ Omn-1, n) (37 .3) 


Ym,n—Ymn1i= — (Zm, n —Tm, n-1) cotg+ (Om, n+ On, n-1) (37.4) 


et déterminons Zn, n, Ym,n de Ces relations. On commence toujours 
par le point (1.1). 


Pour calculer z,n, Yÿmn+ 00 peut obtenir des formules simples à partir 
des dernières relations. Pour des raisons de commodité, on portera les résultats 
des calculs dans un tableau (fig. 92). On y notera, dans les cases hachurées, 


les valeurs connues de x, y; 6, 6 aux 
KONABBETEEE 


points choisis des lignes de glissement 
SEE 


OA, OB. On calcule ensuite successive- 
ment les valeurs de zx, y; &, 6 dans les 
nœuds, et on les porte dans les cases cor- 
respondantes du tableau. Traçons ensuite 
sur le dessin les coordonnées trouvées 
des nœuds zm,n; Ym.n- On obtient la 
ligne &« en réunissant par une ligne les 
ints correspondant à une ligne du ta- 
leau. Les points correspondant à une 
colonne appartiennent à la ligne f. 


Dans le cas dégénéré, on con- 
naît ©, 0 sur le segment OA (fig. 93) 
ainsi que la variation de l'angle @ 


VAN 

au sommet © (soit AOC). Parta- 
geons cet angle en plusieurs petites 
à parties par les sections 6,,,, 
Fig. 92 Oo sans ans nes 0e étant 

l'angle au sommet O entre les li- 

gnes de glissement On et OA. On trouve, d’après la formule (37.1), 
la valeur de 6,,, dans le nœud (m, n). La pression © est discon- 
tinue au point O et on ne peut l’évaluer immédiatement conformé- 
ment à (37.2). Déterminons tout d’abord 6,,, aux points (1, n); 
les valeurs de 61,0, 81, 9 étant données pour le point (1, 0), on con- 


naîtra donc le paramètre 1; = Si + 6,,, qui est constant le 


long de la ligne B passant par (1, 0); alors o,,, = 2k (m1 — 0:,h). 
Par la suite, on peut utiliser (37.2) en y remplaçant 04,9 par les 
valeurs de 6,,,. Les coordonnées des points nodaux sont calculées 
par les formules précédentes. 
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2. Problème de Cauchy. Divisons l'arc AB en petites parties 


par les points (0, O), (1, 1), . 


ÿ 


Fig. 93 


.., (m, m), ... On trouve les va- 


Fig. 94 


leurs de ©, 8 dans les nœuds voisins de l'arc (fig. 94) selon les condi- 
tions de constance des paramètres Ë, n sur les lignes @, f: 


Om, m+1 — 2k0m, m+1 = Om, m — 2k0m, m 
Om, m+1 + 2k0m, mt = Om+1, m4 + 2kOm+1, m+1- 


Les coordonnées des nœuds sont déterminées suivant les formules 
précédentes. Par la suite, le réseau de glissement sera calculé sui- 


vant le schéma pour le pro- 
blème caractéristique primaire. 


Les résultats des calculs sont no- 
tés dans les cases du tableau carré 
(fig. 95). Les valeurs connues de zx, y; 
o, 0 sur l'arc 4B sont portées dans les 
cases hachurées de la diagonale princi- 
pas Les valeurs trouvées de z, y; ©, 

pour les nœuds du réseau remplis- 
sent le tableau d’un côté de la dia- 
gonale. 


3. Problème mixte. Consi- 
dérons le cas général du pro- 
blème mixte tel qu’il est indi- 
qué sur la figure 90. 

Dans le domaine OAA4', la 
solution est construite comme 
dans le cas dégénéré du problème 
caractéristique primaire. Pas- 
sons par la suite au domaine 


parties par les points (1, 0),( 2, O), 


OA'B. Divisons OA’ en petites 
... (fig. 96). Les valeurs de 6, 


6 sont connues sur OA’. On commence la construction par le point 
(1, 0) à partir duquel on mène une droite en direction de la ligne B 
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(c.-à-d. suivant la normale à la ligne &); on trouve le point P° 
sur OB; la valeur de 6 en P°’ est donnée par hypothèse sur OB 
(paragraphe 36). Calculons la valeur moyenne de l'angle 6 d’après 
les points (1, 0), P' et suivant cette valeur traçons de nouveau 
une droite du point (1, 0); trou- 
vons sur OB le point P”, etc., 
jusqu'à ce que la différence entre 
les positions successives des points P 
ne devienne petite. Ceci détermine 
le point (1, 1). Les points (2, 1), 
(3, 1), ... sont calculés sur le 
modèle du problème caractéristique 
primaire. En ce qui concerne la 
définition du point (2, 2), ily a 
lieu d'appliquer de nouveau la mé- 
thode des approximations successi- 
ves qui vient d’être énoncée, etc. 
Fig. 96 4. (Considérations finales. Si 
nous avons un réseau des lignes de 
glissement, alors dans ses nœuds sont connues les valeurs de ©, @ 
et par conséquent les composantes de la contrainte 6,, 6,, t:7. Si le 
réseau des lignes de glissement est suffisamment ramifié, on peut 
définir l'état plastique avec n'importe quelle précision. 

Notons que des méthodes graphiques de solution, commodes et 
illustratives, ont été aussi proposées [$:5]; l'application de ces 
méthodes implique l’exécution de dessins de grand format et elle 
entraîne des erreurs plus grandes. 


38. DÉTERMINATION DU CHAMP DES VITESSES 


1. Relations générales. Ci-dessus, nous avons examiné en détail 
le champ des contraintes. Considérons maintenant les équations 
restantes de la déformation plane (31.10), (31.11) qui contiennent 
les composantes du vecteur vitesse; tenant compte de la substitu- 
tion (32.1), on récrira ces équations sous la forme 


dx , dx  êv 

Cta)en+ (SE) 61 
C2 dv 
= cn =0. (38.2) 


Si les contraintes sont trouvées, on connaît l'angle 6 et le problème 
devient linéaire pour les vitesses. Ce système d'équations se rapporte 
au type hyperbolique, et ses caractéristiques se confondent avec les lignes 
de glissement. En effet, soient les vitesses continues v., et v, dont 
les valeurs sont données sur une ligne ZL quelconque. La forme de 
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ces équations ne changera pas si, comme au paragraphe 32, l'on 
passe au système de coordonnées local x, y qui est formé par la tan- 
gente et la normale à la ligne Z. Les vitesses sur ZL étant données, on 


peut calculer les dérivées suivant la tangente = : 7. Alors, à 


partir du système (38.1) et (38.2), on peut toujours trouver égale- 
ment les dérivées suivant la normale Fe? Fe si 00, — c.-à-d. 


si L ne se confond pas avec la ligne de glissement. Dans ce dernier 
cas (comme précédemment, nous désignons par s,, sg les coordonnées 
« caractéristiques » correspondantes et par w, v, les composantes du 
vecteur vitesse suivant ces directions), les contraintes normales sont 
égales à la pression moyenne ©, = 
= 68 = 0, et la contrainte tangen- 
tielle tes — k. Ce faisant, il résulte 
du système (38.1), (38.2) que 
ôu ôv 

: as 0, dr (38.3) 
la dérivée = étant indéterminée. 

Ainsi, les vitesses des allongements 
relatifs sont nulles le long des lignes | 
de glissement. De même que les équa- Fig. 97 
tions (32.4) expriment les conditions 
d'équilibre de l’élément de glissement, les relations (38.3) carac- 
térisent les particularités de déformation de l'élément de glisse- 
ment. Présentons ces relations sous une autre forme un peu plus 
commode. 

Considérons un segment infiniment petit ds, de la ligne « (fig. 97). 
La vitesse de l'allongement dans la direction de &, après avoir né- 
gligé les petites de deuxième ordre, sera égale à (u + du — vd8) — u. 
En vertu de (38.3), on doit avoir le long de la ligne «: 


du — v dû — 0. (38.4) 
De façon analogue, on obtient pour la ligne B: 
do + u dû = 0. (38.5) 


Ces relations, trouvées par Geiringer, sont appelées équations pour 
les vitesses le long des lignes de glissement. 

2. Condition de positivité de la dissipation. Le champ des vitesses 
est déterminé par les équations différentielles citées et par les con- 
ditions aux limites appropriées. La dissipation ?doit être positive 
dans les zones plastiques (0:,ë;5 > 0). Cette condition du raccord des 
champs des contraintes et des vitesses, imposant des restrictions 
au choix des constructions de solution, est vérifiée par les champs 
trouvés. 
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3. Champs des vitesses pour les états de contrainte simples. Le 
champ des vitesses correspondant à l’état de contrainte simple se 
caractérise par une série de propriétés simples. Par exemple. si 
dans un domaine quelconque l’état de contrainte est homogène, 
on aura partout O0 — const et, par conséquent, on trouve à partir 


de (38.4) et (38.5): 
u—=ut(f), v=v(a). (38.6) 


où u (B), v (x) sont des fonctions arbitraires. 

Le cas u — u (B), v — 0 détermine l'écoulement de cisaillement 
dans la direction & ; pour l’autre cas u = 0, v — v (&), l'écoulement 
de cisaillement se développe dans la direction f. Le cas général 
(38.6) est obtenu par superposition des deux écoulements arbitraires 
de cisaillement dans les directions mentionnées. 

Dans le cas de champ centré, l'angle 6 est constant le long des 
droites radiales, par exemple, 8 — const le long des lignes « (fig. 76). 
Alors, le long de la ligne &, u — const, c.-à-d. u = u (8). Il découle 
de (38.4) et (38.5) que 


U 


k (38.7) 


p (8) + v (p), } 
—p (6), 


où œ (0),  (p) sont des fonctions arbitraires (0 est la distance du 
centre O, fig. 76; l'accent désigne une dérivée). 

Si @ (8) = O0, les formules (38.7) décrivent le mouvement de rola- 
tion (l'écoulement de cisaillement avec les lignes de courant sous 
forme de cercles concentriques). 

Dans le cas général de l'état de contrainte simple, 0 — const le long 
es lignes de glissement droites; par conséquent, la composante de la 
itesse est constante le long de chaque droite. 

I1 découle de (38.1) et (38.2) que le champ des vitesses uniforme 
v, = const, v, — const est possible dans le domaine plastique, 
c.-à-d. que le domaine plastique se déplace comme un solide. Ces 
domaines peuvent être interprétés comme des domaines à déforma- 
tions plastiques infimes. De tels champs se rencontrent, par exem- 
ple, dans le problème de l’enfoncement du poinçon plat (paragraphe 


4. Construction numérique du champ des vitesses. Considérons 
le cas général quand aucune famille des lignes de glissement n'est 
constituée de droites. Le champ des vitesses ne peut alors être déter- 
miné par des procédés élémentaires. Comme pour le champ des con- 
traintes (paragraphe 37), la méthode la plus simple à appliquer est la 
méthode des différences finies. Nous envisageons sommairement ici 
la solution de quelques problèmes aux limites. On ne s’arrête pas sur 
l'exposé détaillé des procédés de construction du champ des vites- 
ses et l'étude des autres variantes des problèmes aux limites, car ces 
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procédés ne se distinguent que très peu de ceux qui sont appliqués 
à la construction du champ des contraintes (paragraphe 37). 
Problème caractéristique primaire. Considérons la figure 91. 
Soient des composantes normales de la vitesse données sur les seg- 
ments des lignes de glissement OA et OB (v sur OA et u sur OB, 
les composantes tangentielles étant alors tirées des équations (38.4), 


(38.5)). ou bien les deux composantes si elles satisfont aux équations 
(38.4). (38.5). 


Des équations (38.4), (38.5), on tire les composantes tangentielles de la 
forme 


u— Î vdô+C; le long de la ligne a, 


v= — | ud0+C+ le long de la ligne $. 
On trouve les constantes à partir des conditions de continuité en O. 


Désignons par Um-1 n° Um-1, n, Um, n-1 Um, n-1 ls Valeurs des vitesses 
u et v dans les nœuds du réseau de glissement (m — 1,7), (m, n — 1). 
Remplaçant, dans les relations (38.4), (38.5), les accroissements infi- 
niment petits par les accroissements finis, on obtient les formules 
pour calculer u, v dans le nœud (m, n): 


1 
Um,n— Umi,n TZ (Um, n + Um-1, n) (On, n — O1, n); 


(38.8) 


1 
Um,n —Um,n-1 = TT (Um, nt Um, n-1) (On, n — Om, n-1). 


Afin d’augmenter la précision on prend pour les fonctions u, 
v la moyenne arithmétique des valeurs u, v aux points voisins. La 
construction commence par le nœud (1, 1). 

Problème de Cauchy. Soient u, v définies sur un certain arc AB 
(fig. 94) qui n'est pas une ligne de glissement. La construction du 
champ des vitesses se fera à l’aide des mêmes relations (38.8). 

Problème mixte. La composante normale de la vitesse v est donnée 
le long du segment OA de la ligne «& (fig. 90) et la liaison entre les 
composantes du vecteur vitesse est connue sur la courbe OB: 


au +u= 0, 
où a est une constante. Limitons-nous à examiner le champ de glis- 
sement correspondant au cas représenté sur la figure 96, où l’angle 6, 
donné sur OB en O, est égal à l’angle d’inclinaison de la ligne de glis- 
sement &« en ce même point O. Le réseau des lignes de glissement 


étant connu (fig. 96), on calcule les valeurs de u,,, et ,,, dans le 
nœud (1, 1) selon les formules: 


Ui,1 — 1,0 = Ur +- u4,0) (641,1 — 041,0); } 


Al, —Ui,1 = 0. 


(38.9) 
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Dans les nœuds suivants (2, 1), (3, 1), ..., les valeurs des vites- 
ses u et v sont définies par les relations (38.8). Pour ce qui est du 
point (2, 2), il faut de nouveau partir des équations homothétiques 
à (38.9), etc. 

5. La ligne de partage des domaines plastique et rigide est une 
ligne de glissement ou une enveloppe des lignes de glissement. Sup- 
posons qu’un domaine rigide soit en repos, ce que l’on peut toujours 
obtenir en superposant un champ des vitesses correspondant au dé- 
placement rigide du corps. Quant à la zone plastique, il y a un cer- 
tain champ non nul. 

Supposons avant tout que les vitesses sont continues sur la ligne 
de partage L, alors u = 0 et v = 0 sur L. Si la frontière envisagée 
ne présente nulle part de direction 
caractéristique (c.-à-d. qu'elle ne 
se confond nulle part avec la ligne 
de glissement), on a alors le pro- 
blème de Cauchy pour déterminer 
les vitesses u et v dans la zone plas- 
tique. Les données initiales étant 
nulles et les équations des vitesses 
homogènes, les vitesses sont alors 
nulles également dans la zone plas- 
tique, ce qui contredit aux hypo- 

Fig. 98 thèses initiales. Par contre, si la 

frontière L se confond avecune ligne 

de glissement quelconque, la réduction à zéro de u et v sur cette 

frontière n'implique pas la nullité du champ des vitesses dans la 
zone plastique. 

Admettons maintenant qu'il n'y ait pas de continuité sur la ligne 
de partage; une discontinuité ne peut avoir lieu que dans la com- 
posante de la vitesse v, tangente à L, car la discontinuité dans la 
composante normale v, est liée à l'apparition d’une « fissure ». 
Par ailleurs, la frontière Z peut être considérée comme la position 
limite d’une couche plastique mince (fig. 98, où n est la normale et t 
la tangente) dans laquelle la vitesse tangentielle zx varie rapide- 
ment suivant l'épaisseur, tandis que la vitesse normale v, est quasi 
constante. Il est évident qu'avec la diminution de l'épaisseur de la 
couche la vitesse de cisaillement n,, tendra vers l'infini, tandis que 
les autres composantes de la vitesse de déformation resteront pra- 
tiquement invariables. Mais alors des relations de Saint-Venant — 
von Mises (13.12) 


écrites dans les coordonnées £, n, il découle que 
On—>0, O0, [Tnrl—#k, 
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puisque l'intensité H—> | nn |— o. Ainsi, la frontière L sera 
une ligne de glissement ou une enveloppe des lignes de glissement. 
Notons que la ligne de partage sera souvent en même temps une 
ligne de discontinuité des vitesses (paragraphe 39). 

6. Equations de Geiringer. Transformons les équations (38.1), (38.2) par 
rapport aux nouvelles variables indépendantes qui sont les paramètres caracté- 
ristiques £, n. Soient 

z=z(f,n), y = y(f, 1) 


à condition que, dans le domaine considéré, le jacobien A (ë, n) 0. Il est 
alors facile, à l’aide de (33.1), d'obtenir le système 


dy d> dy dx 
69 Na L EL Ur 


En passant aux composantes du vecteur vitesse suivant les directions 
a, B de u et v: 


v, = ucos 0 —vsin6, v, = vcos 6 + u sin 6, 
et, après des transformations peu compliquées, on trouve les équations: 


du 1 COS 
Mn 2 v=0, TE 2 u=0. (38.10} 


Il en découle que chaque composante de la vitesse satisfait à l'équation 
des télégraphistes. 


39. LIGNES DE DISCONTINUITÉ DES CONTRAINTES 
ET DES VITESSES 


1. Généralités. Dans les paragraphes précédents, il a déjà été 
question des discontinuités dans les dérivées de la contrainte (ou 
de la vitesse). Ces discontinuités dites faibles se propagent le long 
des lignes de glissement et sont la conséquence des discontinuités 
dans les dérivées des données initiales. Cela étant, les contraintes 
(ou les vitesses) elles-mêmes sont continues. 

Dans certains cas il est impossible de construire des solutions 
avec les contraintes ou vitesses continues. Et pourtant, il existe des 
solutions avec des contraintes (vitesses) discontinues vérifiant les 
conditions aux limites (ces discontinuités sont appelées fortes). 

Envisageons quelques exemples simples. 

Dans le problème relatif à la flexion d’une poutre (paragraphe 24), 
la contrainte o, dans l’état limite subit un saut de +o, à —o, lors- 
qu'elle passe par le plan neutre. L'existence des lignes de discontinuité 
le long desquelles la contrainte tangentielle est discontinue (en di- 
rection) est caractéristique aussi des problèmes de la torsion plas- 
tique pure. Dans les deux cas, les lignes (les surfaces) de disconti- 
nuité sont la position limite des domaines élastiques. 

Il est naturel que dans le problème considéré de la déformation 
plane les solutions discontinues soient également possibles, pour- 
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tant l'importance des solutions discontinues dans le problème plan 
échappait à l'attention des chercheurs et ce n’est que dans l’ouvrage 
de Prager (cf. {58]) que cette importance a été soulignée il n’y a pas 
très longtemps. 

L'intérêt des champs de contraintes et de vitesses discontinus 
tient encore à ce que l’on peut, moyennant ces champs, obtenir des 
solutions approchées simples sur la 
base des principes d’extremum, ce qui 
fera l’objet de l'étude du chapitre VIII. 

2. Relations sur la ligne de dis- 
continuité des contraintes. Les relations 
simples découlant des équations d’équi- 
libre et de la condition de plasticité 
doivent être vérifiées le long de la 
ligne de discontinuité. Soit L la ligne 
de discontinuité (fig. 99) ; envisageons 
un élément infiniment petit apparte- 

Fig. 99 nant à L. Nous considérons que 

l'épaisseur de cet élément est infini- 

ment petite. Les faces de l'élément sont sollicitées par les con- 
traintes normales 6,, 6: et par la contrainte tangentielle v,. 

Nous distinguons les valeurs des composantes de la contrainte, 
de part et d’autre de la ligne de discontinuité, par les indices +, 
—. En vertu des équations d'équilibre de l'élément (rappelons que 
l'épaisseur de l'élément tend vers zéro), on a 


On —=On— On  Tn— 11 —Tn. 


Donc, la discontinuité n'est possible que pour la contrainte nor- 
male co. La condition de plasticité (31.8) qui est valable de part et 
d'autre de ZL est résolue par rapport à o:: 


O1=0n +2 VE —T. (39.1) 


Par hypothèse, L est la ligne de discontinuité et nous prendrons donc 
respectivement les signes supérieur et inférieur pour les valeurs 0. 


07 dans la formule citée; le saut en o: sera égal à 4 V #* — 14. Le 


saut en pression moyenne © — 5 (o, + or) est égal à 2 V #7? — Ti. 
La pente 0 des lignes de glissement change par saut sur la ligne 

de discontinuité. En effet, on peut représenter les contraintes nor- 

male et tangentielle ©, et t,, de part et d'autre de la ligne Z, à l’aide 


des formules (35.2). Les conditions de continuité de ©,, 7, s’écri- 
ront alors sous la forme suivante: 


o* — k sin 2 (8* — p) = o7 — k sin 2 (87 — ), 
k cos 2 (8* — p) — k cos 2 (87 — ), 
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d’où 
0+— p= +(0" — p) + ma, 
où m est un nombre entier. Si, dans le second membre de l’équation, 


on choisit le signe + devant la parenthèse, la distribution des con- 
traintes, comme il est facile de voir, sera alors continue dans le 


voisinage de L. Prenons donc le signe —, alors 
0 = —60+ + 2p + mn, (39.2) 
67 = o* — 2k sin 2 (8+* — ). (39.3) 


Conformément à la première de ces relations, la ligne de dis- 
continuité L est, en chacun de ses points, la bissectrice de l'angle formé 
par les lignes de glissement homonymes qui s’approchent de L de diffé- 
rents côtés. ce que l’on découvre facilement si l’on fait coïncider 
l'axe des x avec la tangente à la ligne L. L'élément de glissement 
coupé par la ligne de discontinuité et quatre directions des lignes 
de glissement æ&*, fi*. &-, ff, rencontrées en chaque point de Z, 
sont représentés sur la figure 100. 

Ainsi, on obtient une image reflétée des lignes de glissement 
par rapport à la ligne de discontinuité L. 

De l'analyse qui précède il découle que les discontinuités des con- 
traintes sont impossibles sur la ligne de glissement (puisque +, — k 
sur la ligne de glissement ; les contraintes normales 06; — 6, sont 
alors continues). 

Notons encore une propriété du champ des contraintes dans le 
voisinage de la ligne de discontinuité L. 

La courbure des lignes de glissement subit un saut lorsqu'on passe 
par la ligne de discontinuité des contraintes [4]. 

3. Continuité de la vitesse au voisinage de la ligne de discontinuité 
des contraintes. L’éventualité de l'apparition de fissures étant exclue, 
il n'y a donc pas de discontinuité dans la composante du vecteur 
vitesse normale à la ligne ZL, et le seul problème à examiner est 
celui de la discontinuité de la composante tangentielle. 

Il est aisé de se convaincre que la composante tangentielle est elle 
aussi continue sur L. La ligne de discontinuité, qui est la position 
limite du domaine élastique, peut être remplacée par une bande 
mince élastique. Dans cette bande, comme il en résulte des équations 
d'équilibre de la bande élémentaire, les contraintes o, et +, sont 
presque constantes; la contrainte tangentielle 6, varie très rapi- 
dement suivant l’épaisseur de la bande (de of à or, fig. 101), ce qui, 
entre autres, confirme que la bande étroite considérée doit être élas- 
tique (puisque la condition d'écoulement ne peut être vérifiée avec 
On: Tn Presque constantes et la contrainte 0, rapidement variable). 

La vitesse v, est continue; supposons que la composante 1: 


: : : s a PR 
soit discontinue. Alors, à la limite, la dérivée Em n'est pas 


12—0658 
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limitée et il en sera donc de même de la vitesse de cisaillement 
Mn: ; les autres dérivées et, par suite, les autres composantes 
de la vitesse de déformation seront par contre limitées. Reprenant 
les raisonnements donnés à la fin du paragraphe 38, on établit que 


On O0, O0, |Tnl—+k. 


Cela signifie que les directions nr, { sont confondues avec celles 
des lignes de glissement. Mais alors, pour t, = k, il résulte de la 


Fig. 100 Fig. 101 


formule (39.1) que les contraintes sont continues le long de L, ce qui 
est contraire à l'hypothèse initiale. 

Ainsi, la discontinuité de la composante v, est elle aussi impossible. 
Le long de L, on a vi = v7, donc Eÿ = E; ; en vertu des équations 
de von Mises (13.11) il s’ensuit: 


À, (of — o*) = À! (07 — 0”). 
En utilisant la formule (31.3) pour la pression moyenne on trouve : 
ot—ot= (ot 0), 07—07=—+ (07 —05). 


Ces grandeurs se distinguant par leur signe en vertu de (39.1), on a, 
par conséquent, À, — —À’. Puisque À’ > 0, on doit avoir 2’ — 0 
en chaque point de la ligne de discontinuité L, c.-à-d. que le long 
de ZL les composantes de la vitesse de déformation sont nulles: 


En =0, E=0, Nnt = 0. 


Ainsi, La ligne de discontinuité des contraintes ne s'allonge pas. 
Ce résultat apparaît comme naturel si l’on tient compte du fait que 
la ligne de discontinuité est la trace de la bande élastique ; pour ce 
qui est des déformations élastiques, nous les négligeons. 

4. Lignes de discontinuité de la vitesse. Soient des contraintes 
continues le long d’une ligne quelconque L, alors que le vecteur 
vitesse est discontinu. En un point arbitraire de L, traçons un système 
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de coordonnées n, { en dirigeant l'axe des £ suivant la tangente à 
la ligne L. La discontinuité étant impossible dans la composante 
normale v, de la vitesse, on n’envisagera que la discontinuité dans 
la composante tangentielle v,. Reprenons les raisonnements donnés à 
la fin du paragraphe précédent (fig. 98). La ligne de discontinuité L 
est la position limite d’une couche dans laquelle la vitesse v, est 
presque constante et la vitesse v, varie rapidement suivant l'épais- 
seur de la couche (de vf à vr). Avec la diminution de l'épaisseur 
de la couche, la vitesse du cisaillement ",: croît indéfiniment, tan- 
dis que les autres composantes de la vitesse de déformation ne va- 
rient que très peu. Cela signifie que la direction de la ligne de dis- 
continuité doit, à la limite, coïncider avec celle de la ligne de glis- 
sement. De la sorte, la ligne de discontinuité du vecteur vitesse est 
représentée soit par la ligne de glissement, soit par l'enveloppe des li- 
gnes de glissement. Par la suite, on écrira’u et v à la place de v, et 
(ce sont les composantes du vecteur vitesse dans la direction des 
lignes de glissement «, B; cf. paragraphe 38). La vitesse u peut être 
discontinue sur la ligne « et la vitesse v sur la ligne f. A partir de (38.4) 
et (38.5) on obtient: 


u = | vd8+const le long de la ligne: a, 


v = — | u dô + const le long de la ligne f. 


v étant continue sur la ligne & et u sur la ligne f, on s’aperçoit aisé- 
ment que le saut de u (ou de v) est permanent le long de la ligne de dis- 
continuité & (ou f). 

Le long de la ligne de discontinuité, la valeur de la contrainte 
tangentielle est égale à k. Lorsqu'il passe à travers une telle ligne, 
l'élément subit un cisaillement fini dans le sens de l’action des con- 
traintes tangentielles et son mouvement change de direction. C’est 
pourquoi le saut de la vitesse u, par exemple, et la direction de la con- 
trainte tangentielle + sont liés par la condition de positivité de la 
dissipation : 

T (ut — u”) >0. 
Si le saut [ul] =>0, alors rt — +4; si [u] < 0, alors + = —k. 


5. Pour conclure, nous notons que les problèmes de la théorie générale des 
discontinuités dans le milieu plastique sont traités dans les ouvrages de Thomas 
{#1] et D. Ivlev [5]. 


40. NON-UNICITÉ DU CHAMP DES VITESSES. 
CRITÈRE DU CHOIX. SOLUTION COMPLÊTE 


La construction du champ de glissement implique la distinc- 
tion de domaines plastiques et rigides. Les contraintes n'étant pas 
déterminées dans les zones rigides, cette distinction porte, dans 


12° 
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une certaine mesure, un caractère arbitraire. En rapport avec cette 
circonstance se trouve la non-unicité des champs des vitesses et des con- 
traintes (!), caractéristique du schéma du corps rigide-plastique. 
Pour illustrer cette thèse, nous présenterons un exemple simple. 

1. Traction d’une plaque munie d’une ouverture. Envisageons 
le problème de la traction d’une plaque à ouverture circulaire suf- 
fisamment grande (?) (fig. 102, a). 

Le contour circulaire n'étant pas chargé, un champ à symétrie 
axiale des spirales logarithmiques peut lui être adjacent (paragraphe 


j ls 


7 


Fig. 102 


84). D'autre part, un champ de traction uniaxial uniforme peut être 
contigu aux frontières rectilignes libres de la plaque (paragraphe 36). 
Supposons que ces champs ont un point de contact C (fig. 102. a). 
Les contraintes, dans le domaine ABC, sont définies par les formu- 
les déduites dans le paragraphe 34: 


5 =2kln—, Cp = Or + 2k. (40.1) 


Dans les coordonnées cartésiennes x, y les contraintes dans le 
domaine CDE ont la forme suivante: 


Ox = Try —= 0, Cy LE 2k. (40.2) 


La charge limite est égale à 


+ 


C k 
P,=2 | opdr+2 | o,dr. 


re 


(1) Notons que la charge limite est unique (cf. paragraphe 65). 
(2?) Cette condition garantit l'apparition d'une déformation plastique dans 
les strictions affaiblies. 
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En portant ici les valeurs de 6,, o6,, on obtient: 
P,=4k(h—a) +4k Î in Lér. 


Le deuxième terme se calcule aisément, mais cela n’est pas néces- 
saire pour l'instant. Notons seulement que le terme intégral est 
non négatif et qu'il est une fonction croissante monotone r.. 

Considérons maintenant le champ de vitesse. Dans l’état limite, 
les parties rigides du corps se déplacent avec une vitesse V respec- 
tivement vers le haut et vers le bas. Les composantes normales de la 
vitesse sont continues sur les frontières BC, AC ; CD, CE et se cal- 
culent aisément du fait que ces frontières sont connues. Les com- 
posantes tangentielles de la vitesse sont discontinues le long des 
lignes de partage indiquées. Dans les domaines plastiques ABC, 
CDE, les champs des vitesses sont déterminés de façon unique par 
solution des problèmes caractéristiques primaires. Ainsi, les champs 
des contraintes et des vitesses sont adaptés (on peut montrer que la 
dissipation est positive en tout point du champ). 

Donc, on a autant de solutions que l’on veut en fonction du choix 
du point arbitraire C ; à chaque solution correspond une certaine 
charge limite. La charge P, — 4k (k — a) (fig. 102, b) est minimale 
pour r. = a, elle est maximale pour r. = h (fig. 102, c). 

2. Critère du choix. Naturellement, la question se pose de savoir 
quelle est la solution préférable. On peut y répondre en se basant sur 
les théorèmes des propriétés d'extremum de la charge limite, qui 
seront examinés au paragraphe 65. Anticipant quelque peu, formu- 
lons sans le démontrer le critère du choix découlant de ces théorè- 
mes. 
La solution, obtenue dans le présent paragraphe, détermine dans 
l'ensemble du corps (aussi bien dans la zone plastique que dans 
celle rigide) le champ des vitesses qui s'accorde avec les conditions 
aux limites. Le champ de ce genre est cinématiquement admissible. 
Par la suite (paragraphe 65), on démontrera que tout champ de vitesse 
cinématiquement admissible conduit à la frontière supérieure de la 
charge limite. 

Donc, La solution la plus convenable correspond à la valeur la plus 
basse de la charge. Nous conviendrons d'appeler ce principe le cri- 
tère du choix. 

Admettons maintenant qu’un champ des contraintes ©6,, 6,, Try 
est construit dans l'ensemble du corps (c.-à-d. dans les zones plasti- 
ques aussi bien que dans les zones rigides). Ce champ 

4) satisfait aux équations différentielles de l'équilibre ; 

2) satisfait aux conditions aux limites données pour les contrain- 
tes à une certaine valeur du paramètre de la charge; 
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3) est à l’intérieur ou sur le cercle d'écoulement, autrement dit, 
on a partout: 
(0x — 04)? + 4téy LARZ. 


Un tel champ des contraintes est nommé champ plastique stati- 
quement admissible. 

Conformément au deuxième théorème (cf. paragraphe 65), tout 
champ des contraintes plastique statiquement admissible conduit à la 
frontière inférieure de la charge limite. 

La solution du problème obtenue ci-dessus 
ne donne pas un tel champ, car l’état de con- 
trainte est inconnu dans les zones rigides. 
Conformément au critère du choix, il con- 
vient de s’arrêter sur la solution représentée 
sur la figure 102, b. Cette solution correspond 
à la charge minimale 


P, = 4k(h — a) (40.3) 


et elle se confirme bien par des observations. 
La figure 103 représente les photos [*] des 
lignes de glissement au stade initial et à un 
stade postérieur de l'écoulement plastique. 
Les zones plastiques deviennent observables 
après avoir fait subir un traitement appro- 
prié (polissage, décapage) à des éprouvettes 
d'acier déformées. 

Remarque. Le critère du choix n'est 
pas toujours suffisant pour estimer la cons- 
truction du champ de glissement. Il peut y 

Fig. 103 avoir des cas où des champs de glissement 

différents conduisent à la même charge limite. 

Une telle situation se produit. par exemple, lorsque l’on s'attache à 

la solution du problème sur la pression d’un poinçon plat (cf. pa- 

ragraphe 45). Dans ces cas, on fera appel à des hypothèses mécani- 
ques complémentaires. 

3. Solution complète. Dans l'exemple considéré, on construit 
aisément le champ des contraintes plastique convenable, qui est 
statiquement admissible; il est montré sur la figure 104. Dans la 
bande hachurée de cette figure, les contraintes sont nulles, tandis 
que dans les bandes latérales 


Ox=tey=0, Oy= 2h. (40.4) 


Il est évident que les conditions aux limites sont vérifiées sur 
le contour de l'ouverture circulaire et sur les bords latéraux. La 
charge limite correspondante est évidemment égale à la valeur pré- 
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cédente (40.3). La valeur ainsi obtenue de la charge limite sera exacte 
puisque les bornes supérieure et inférieure de cette dernière se con- 
fondent. 

Dans l'exemple examiné, le champ des contraintes plastique sta- 
tiquement admissible convenable se construit de manière élémen- 
taire bien qu’en général la construction d’un tel champ se heurte à 
des difficultés notoires. 

Nous nous arrêtons sur encore une remarque. Supposons qu’une 
solution cinématiquement admissible est construite (par exemple, 
la solution représentée sur la figure 102, b). Si l’on arrivait à étendre 
l'état de contrainte des zones plastiques aux 
zones rigides de sorte que la condition d’écou- 4° 
lement ne soit nulle part dépassée, le champ 
des contraintes, édifié pour l’ensemble du 
corps, serait alors un état plastique statique- 
ment admissible. Il est évident que les bornes NK 
supérieure et inférieure de la charge limite se 
confondront par la même occasion. Les solu- 
tions de ce genre sont appelées complètes, 
étant donné ras conduisent à la valeur 

récise de la charge limite. 

: La solution du problème, offerte dans ce NN 
paragraphe (fig. 102, b), est en conséquence | p 
complète ; elle est aisément étendue à l’ensem- 

ble du corps, comme cela est montré sur la Fig. 104 
figure 104. 

8. Problèmes relatifs à la recherche des charges limites. L'impor- 
tance des charges limites pour l'établissement d’un coefficient de 
sécurité réel à été maintes fois soulignée précédemment. 

Dans les corps élasto-plastiques, les déformations se développent 
en général progressivement avec la croissance de la charge. Les do- 
maines élastiques freinent au début la déformation du corps, mais, 
au fur et à mesure qu’ils diminuent, leur résistance faiblit jusqu’à 
ce que ne s’établisse un écoulement plastique libre répondant à 
l'état limite. On a déjà montré, sur la base de plusieurs exemples, 
que les charges proches des valeurs limites pouvaient être obtenues 
pour des déformations relativement petites. Par ailleurs, en règle 
générale, les déformations plastiques se localisent et grandissent 
rapidement, tandis que les déformations élastiques varient peu, 
et on peut donc les négliger. Cela permet d'appliquer le schéma du 
corps rigide-plastique au calcul des charges limites. Les conditions 
auxquelles doivent satisfaire les solutions obtenues selon le schéma 
du corps rigide-plastique ont été discutées au paragraphe 23. En par- 
ticulier, il est nécessaire que la condition d'écoulement ne soit pas 
dépassée dans les zones rigides. Comme nous l’avons déjà remarqué, 
cela ne peut être vérifié, mais la construction d’un champ plastique 
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statiquement admissible pour l’ensemble du corps permet d'obtenir 
l'estimation de la charge limite par défaut. 

On exigera d'autre part que La dissipation dans le champ de glis- 
sement soit partout positive. Cette condition de raccord des champs 
des contraintes et des vitesses peut être vérifiée bien que cela ne soit 
pas toujours facile. 

Le moment où la charge atteint sa valeur limite est marqué 
par un mouvement instantané correspondant au passage du corps 
de l’état rigide au «comportement plastique». Il est évident que l’on 
peut, en l'occurrence, négliger toutes les variations de la forme du 
corps ; au mouvement instantané correspond la combinaison donnée 
(« instantanée ») des charges. 

Pour le corps réel élasto-plastique, la combinaison finie des 
charges peut être obtenue par plusieurs voies, et la question qui se 
pose est de savoir la dépendance qui existe entre l’état limite et 
le trajet de charge. Par la suite, nous supposons que l'état limite 
ne dépend pas du trajet de charge. En faveur de cette supposition on 
peut donner des résultats expérimentaux qui confirment bien les 
solutions obtenues selon le schéma du corps rigide-plastique. Eta- 
bli précédemment au paragraphe 15, le fait que les contraintes 
tendent asymptotiquement (lorsque la déformation évolue dans une 
direction déterminée) vers les valeurs indépendantes de la voie de 
déformation présente également une certaine importance. De manière 
générale, les déformations se développent rapidement dans la direc- 
tion de l’action des charges extérieures données lorsque l’état du corps 
s'approche de sa limite; on peut supposer qu'il s'établit alors un 
état de contrainte pratiquement indépendant du trajet de charge. 

Des études devront être entreprises pour procéder à l'estima- 
tion complète de l'hypothèse avancée. 


41. TRACTION D'UNE BANDE AFFAIBLIE PAR DES FENTES 


Envisageons le problème de la traction d’une bande affaiblie par 
des fentes symétriques profondes de forme variée. On suppose que 
la bande est d’une longueur suffisante, de sorte que la nature de l’en- 
castrement de ses extrémités ne puisse exercer une influence sur 
l'écoulement plastique dans la section affaiblie. Comme nous le 
verrons par la suite, la configuration des côtés de la bande est sans 
importance lorsque les fentes sont profondes. 

1. Bande à fentes parfaites (infiniment minces). La traction d’une 
bande à fentes parfaites (fig. 105) est un des problèmes les plus 
simples de ce type. Dans l’état limite, la bande est tendue dans la 
direction des y avec une vitesse V, de part et d'autre de la section 
moyenne. Le champ de glissement, représenté sur la figure 105, se com- 
pose de quatre domaines équivalents. Le long de la frontière de la fente 
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OA, exempte de contraintes, nous aurons dans À OAB une compres- 
sion (ou traction) uniforme simple de +24; nous admettons que 
nous avons affaire à une traction dans À OAB (voir ci-après en ce 
qui concerne un autre choix éventuel). On adjoint tout d’abord au 
domaine UAB le champ centré OBC et ensuite le domaine de l'état 
de contrainte homogène OCD qui est également triangulaire. La 
frontière du domaine plastique est la ligne f DCBA; on a n — 
= const pour l’ensemble du domaine. Mais dans À OAB © = k, 


= et n=5—<: dans À ODC © est inconnue, 0—— 1" 


Q 3 
et n=; 7 T; comparant 


les valeurs de n, on trouve 
la pression moyenne dans 
A ODC o=k(1 +). Con- 
formément aux formules prin- 
cipales (32.1), les composan- 
tes de la contrainte dans 
A ODC seront 


0, = ht, 6, =k(2 +), 
donc, la charge limite est 


P 
Dit (41.1) 


où Po = 4 kh est l'effort de 
traction limite pour une ban- 
de lisse de largeur 2h. 
Revenons maintenant à la 
définition des vitesses. Par 
raison de symétrie, la vitesse 
normale à OD est nulle; sur 
la frontière CD, la compo- : 
sante normale de la vitesse étant continue, elle sera donc 


constante le long de CD et égale à Ai Y. Puisque dans À ODC u = 


Fig. 105 


=u (B), v = v (œ) (cf. paragraphe 38), alors u = 7 Y. Projetant 

sur l’axe vertical la vitesse des particules se déplaçant sur OD, 

on a—— += = 0, par conséquent, v = const — y. Ainsi, à 
2 V2 


la charge limite, A ODC commence à se mouvoir comme un solide 
avec une vitesse V dans la direction OD. 

Dans le domaine OBC, u est constant le long de chacune des 
droites & ; la composante normale de la vitesse sur la frontière BC 
étant continue, on aura alors = V sin 6 sur BC et partout dans 
le domaine considéré. Intégrant maintenant la relation (38.5) de + 
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+ V sin 0 d6 = 0 le long des lignes B, on obtient v = V cos 0 + 
+ const, mais le long de OC 8 = — zu v= 7 V, c'est pourquoi 


v = V (cos 8 1 V2). Enfin, A OAB se déplace comme un solide 
à des vitesses v, = V, v, — 2V. La composante tangentielle de 
la vitesse devient discontinue le long de la ligne ABCD. 

La construction envisagée ne peut être réalisée pour les bandes 
aux fentes peu profondes. 

Il est facile de voir que la charge P% — 4kh est la limite infé- 
rieure. En effet, si l’on suppose qu’il y a une traction uniaxiale 
(Ox = Try = 0, ©, — 2k) dans la partie médiane d’une bande de 
largeur 5h et que les contraintes sont nulles dans les zones latérales 
1x] >, on obtient le champ des contraintes plastique statique- 
ment admissible auquel correspond la charge P. 

Pour conclure, notons que le choix de la solution —2# dans le 
domaine OAB correspond, comme il est maintenant facile de le 
prouver, à la compression d’une bande munie de fentes. 

Bande à fentes angulaires (fig. 106). Dans ce cas, la solution 
sera élaborée de façon analogue à celle du problème que nous venons 
d’examiner. Sans nous arrêter sur les calculs élémentaires, donnons 
la valeur de la charge limite 


Ps 
PS = 1 + TT. (41.2) 


3. Bande à fentes à base circulaire (fig. 107). La construction du 
champ de glissement dépend ici du rapport de la longueur de la 
striction 2h au rayon de l’arrondi a. Lorsque T< 3,81, le champ de 


glissement n’adhère qu’à la base circulaire dont la forme détermine 
entièrement ce champ qui est constitué par des spirales logarithmi- 
ques (paragraphe 36). L'angle y est lié à la distance k par la relation 


y=m(1+2). 


La distribution de la contrainte ©, suivant la section AB est 
donnée par la formule 


op=2k (1+1nT), (41.3) 


où rest la distance du centre ©. La charge limite est déterminée par 
la formule 


P h 
=(1++) In (1++). (41.4) 
Etant donné que y <3: cette solution n’est valable que pour 3< 


+ 
« 2 — 1 — 3,81. 
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Le champ des vitesses est défini à partir de la solution du pro- 
blème caractéristique pour le domaine CC'B suivant les composantes 
normales de la vitesse connues qui sont continues lorsque l’on passe 
par BC. 

La construction est un peu plus compliquée pour des valeurs 


de 2 plus importantes. Le champ logarithmique y est borné par la 


valeur de y = _— le segment AB (fig. 108) étant alors égal à 3,810. 


Fig. 106 Fig. 107 


A droite de ce domaine, on a le triangle de l’état de contrainte homo- 
gène BDE auquel confine le quadrilatère BEFC. Dans ce dernier, 
n = const et les lignes de glissement & sont des segments de droites 
de valeur égale, perpendiculaires à BC ; les lignes B sont parallèles 
à BC. Ce domaine est relié, le long de FC, au triangle de l'état de 
contrainte homogène CFG qui est égal à À BDE. Le long de AB, 
la distribution des contraintes est donnée par la formule (41.3). 


Dans À BDE,on ao, = 2k (1 +5) . Ilest maintenant aisé de trou- 
ver la charge limite: 


Pe zx a _ EL 
me =1+5 + (e —1—+). (41.5) 
Les vitesses se répartissent comme suit. On trouve, tout comme 
avant. que À BDE se déplace à droite comme un solide animé de 
la vitesse V. Les vitesses u et v sont alors constantes le long de BE. 
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et u et v sont donc constantes le long de chaque ligne & dans le qua- 
drilatère BECF et sont compatibles avec le mouvement de À FCG 
en tant que solide; les calculs sont tout à fait analogues à ceux exé- 
cutés dans la division 1. 

4. Autres formes de fentes. Il est facile d’envisager de la sorte 
encore quelques autres formes affaiblies (fente angulaire à base 
circulaire, fente rectangulaire, fente angulaire à base obtuse, etc.). 
On peut étudier la distribution des contraintes pour des affaiblis- 
sements de forme plus complexe par solution numérique des champs 
de glissement. Pour les fentes peu profondes, les solutions énoncées 
ne sont pas valables. Le minimum de largeur de la bande est déter- 
miné par la possibilité de construire un champ de glissement (par 


Si 
UNS 


Fig. 108 


exemple, par la distance AD, fig. 108). Cependant, la bande doit 
être évidemment bien plus large. Les solutions des problèmes élas- 
to-plastiques par méthodes d'intégration numérique et les résul- 
tats expérimentaux montrent que, avec l'accroissement de la 
charge dans le cas des fentes peu profondes, les zones plastiques 
se fraient un passage vers l’axe de la bande, non pas par la 
section affaiblie mais en amont et en aval de celle-ci. 

Sur la figure 109, le domaine plastique est montré hachuré dans 
une bande tendue. affaiblie par les fentes peu profondes semi-circu- 
laires. Au début, les domaines À sont engendrés pour croître ensuite 
avec l'augmentation de la force; un nouveau domaine plastique B 
apparaît sur l’axe de la bande lorsque la charge s'approche de la 
limite. Ce domaine croît rapidement et se confond avec les domaines 
À lorsque l’on obtient l’état limite représenté sur la figure 109. 


42. FLEXION D'UNE BANDE AFFAIBLIE PAR DES FENTES 


Considérons, à la suite de A. Green ['5°], le problème relatif à 
la flexion pure d’une bande (fig. 110) affaiblie par des fentes de forme 
différente. Pour élaborer les solutions énoncées plus bas, on suppose 
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que le domaine plastique englobe la section la plus affaiblie. Ceci 
est vrai pour des rainures suffisamment profondes; si celles-ci ne 
sont pas profondes, les domaines plastiques peuvent, avec l’accrois- 
sement de la charge. se tracer un chemin vers l’axe de la plaque, 
non pas dans la section la plus faible, comme cela pourrait sembler 


M 


Fig. 110 


au premier abord, mais un peu à l'écart de cette section. Les résul- 
tats expérimentaux et certaines solutions des problèmes élasto- 
plastiques trouvées moyennant des méthodes numériques témoignent 
d’une telle éventualité. 

1. Rainure profonde unilatérale à base circulaire. Le caractère 
de la rainure est montré sur la figure 111 ; comme nous le verrons par 
la suite, le moyen avec lequel on pourrait continuer l'arc circulaire 
(c.-à-d. la configuration du segment DB) n'a pas d'importance. 
Un état de contrainte homogène, à savoir une contrainte de com- 
pression —2k, parallèle à la base, a lieu dans À AAC le long de la 
face inférieure, exempte de contraintes. L'’arc circulaire BB (de 
rayon a) étant lui aussi libre de contraintes, les conditions aux limi- 
tes sont par conséquent indépendantes de l'angle polaire et, au 
voisinage de l’arc, il y aura un champ de glissement à symétrie 
axiale (paragraphe 36), avec 


=2%km2, og=2k(1+nT), (42.1) 


où r est le rayon vecteur issu du centre O; le signe est choisi de ma- 
nière que 6, soit une contrainte de traction. 

Dans l’état limite, les domaines 4AC et BBC ont un point de 
contact C dont la position est déterminée par la condition de nullité 
du vecteur contrainte principal suivant la section O0": 

a+h 
| oo dr = 0. (42.2) 
a 
En y portant la contrainte 


; {A 0rme) pour a<r<a+h, 
‘het pour a+h<r<a+h, 


490 DÉFORMATION PLANE {CH. V 


on obtient l'équation 


Pi ( +Inp;) = p, 


ou 
h 
p=1+ À , P=i+—. 


La distribution des contraintes dans la section OO” est montrée 
sur la figure 111; la contrainte ©, est discontinue en C. 


à 


LD * 


2h 


4 
Fig. 111 


Calculant le moment limite M, (rapporté à l'unité de largeur 
de la plaque) d’après la condition d’équilibre 
a+h 
Me Î y dr, (42.3) 
a 


on trouve: 


Me = — {(P + P1)? + (1 —2p)? — 72 + pa] (p— 1}, 


2 
où M° — is est le moment fléchissant limite pour une plaque inin- 


terrompue de hauteur k. Cette dépendance est montrée en pointillé 
sur la figure 112. 

Notons que La grandeur M est la borne inférieure de la charge 
limite. En effet, le moment M correspond à la solution élémen- 
taire du problème de la flexion (cf. paragraphe 24) d'une plaque 
ininterrompue de hauteur k. Complétons cette solution avec le 
champ des contraintes nul qui se trouve dans un domaine situé en 
amont de la plaque en question. Il est évident que, de ce fait, nous 
obtiendrons dans l’ensemble du corps un état de contrainte plastique 
statiquement admissible. Ceci, certes, ne permet en aucun cas d’af- 
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firmer que la solution montrée sur la figure 111 est complète (car 
cette solution n'est pas étendue à l’ensemble du corps). 

Les domaines élastiques (que nous considérons comme rigides) 
existant au voisinage de la zone affaiblie freinent le développement 


Une rainure 


Fig. 112 


des déformations plastiques et augmentent la charge limite par com- 
paraison avec la plaque ininterrompue de hauteur h. La relation 
M, à 2 , pe a 

Me est parfois appelée facteur d'amplification. 

Les zones rigides pivotent autour du point C et, ce faisant. de- 
viennent connues les composantes normales de la vitesse le long 
des lignes de glissement BC, CA. 
Les champs des vitesses au sein 
des domaines plastiques AAC et 
BBC sont définis par la solution des 
problèmes caractéristiques. 

Considérons maintenant une 
autre construction du champ de 
glissement, qui est montrée sur la 
figure 113. Comme précédemment, 
à la face inférieure de la plaque con- 
fine le domaine de la compression 
uniforme — 2%. La solution est 
décrite également par les formules 
(42.1) au voisinage de la frontière 
circulaire. Cependant, ces domaines 
ont une autre configuration: ils sont moins bien développés, con- 
tiennent des angles rentrants et sont réunis par deux arcs circulaires 
qui constituent les lignes de glissement isolées PQ. A l'intérieur de 
PPQQ, le matériau se trouve dans l’état rigide, comme d’ailleurs 
au-delà de la ligne BPQA. Dans l'état limite, les parties rigides 
extérieures tournent entièrement, par exemple, la partie gauche 


Fig. 143 
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pivote par rapport au centre de l'arc D. Le matériau est immobile 
à l’intérieur du noyau PPQQ qui remplit en quelque sorte le rôle de 
tourillon autour duquel la rotation instantanée se fait suivant les 
lignes de glissement PQ, qui constituent des minces couches de 
« lubrifiant plastique ». La ligne B'PQA' est une ligne de glissement 
à tangente continue, qui se compose du segment de droite 4'Q, 
de l’arc circulaire QP et de la portion de la spirale logarithmique 
B'P. Désignons par y” l'angle BOP, par 28 l'angle d'ouverture de 
l'arc PQ, par À son rayon et par 2y l'angle BOB. La pression moyenne 


en ? sera égale à o = 2k (v” + 3) (cf. paragraphe 36). Les valeurs 
du paramètre n en P et Q seront respectivement 


Meg +v +26, n9= 5 ++. 


Le long de la ligne de glissement B A’QPB" on a n = const et 
par conséquent np = no, d’où 


v” = 26 — 1. 


Ensuite, en Bon a o = k, 8 — y — L et d’après la condition 
1 = const = ng’ = nQ on obtient: 


Enfin. il est évident que 
v=2y —7 =46— + —1. 


On a deux équations d'équilibre pour chercher les paramètres 
inconnus 6, À. 

Primo, la somme des projections des contraintes agissant dans 
toute section transversale (par exemple, dans la section OPQ0”) 
sur l’axe horizontal des zx est nulle. Notons que seule la contrainte de 
traction normale o, agit le long de OP, tandis que la contrainte tan- 
gentielle k et la contrainte normale o s’exercent le long de l'arc PQ. 
cette dernière variant sur l’arc PQ comme une fonction linéaire de 
l'angle 0. Sur Q0” agit la contrainte de compression normale — 24. 

Secundo, la somme des projections des contraintes agissant dans 
une section transversale sur l’axe vertical des y est nulle également. 

Ensuite, le moment limite MW, est calculé comme le moment des 
contraintes (disons dans cette même section OPQO” par rapport au 
centre D). 

Les résultats des calculs sur lesquels nous ne nous arrêtons pas 
sont montrés en ligne pleine sur la figure 112. 11 découle alors de 


la condition de la non-négativité de R que ô > >T; ce qui, à son 
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tour, correspond à D > 0,64. Pour ô — . on a R=0 et les deux 


solutions se confondent. Le moment limite selon la seconde solution 

est inférieur à celui obtenu d’après la première, et ceci à partir de 
h 

pre > 0,64. 

On définit le champ des vitesses en résolvant pas à pas des pro- 
blèmes caractéristiques. 

On ne peut pas affirmer que les champs des contraintes cons- 
truits se rapportent aux champs plastiques statiquement admissibles 
(paragraphe 40), car on ne sait pas quel est l’état de contrainte dans 
les zones rigides. Cependant, les champs des vitesses correspondants 
sont cinématiquement admissibles et, par conséquent, les deux solu- 
tions donnent une évaluation par excès pour le moment limite (para- 
graphe 40), et il faut donc partir de la solution conduisant à une va- 
leur de M, plus petite. 

2. Raïinures profondes bilatérales à base circulaire (fig. 114). 
On suppose que les rainures soient symétriques. 


Fig. 114 


Le champ de glissement le plus simple est constitué de deux 
champs symétriques (formés par des spirales logarithmiques) qui 
ont un point de contact C qui sera le point de discontinuité de l’état 
de contrainte. Ce dernier est décrit par les formules 


Gr=+2knl, 0p=+ 2k (1+1n 2) | 
où le signe + se rapporte au champ supérieur et le signe — au champ 
inférieur, le rayon vecteur r étant compté à partir du centre cor- 


respondant (0; ou O.). 
L'angle y est déterminé pour k > 2a à partir de la relation 


13—0653 
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Les conditions d’équilibre se réduisent à une seule équation des 
moments par rapport au point C 


h 
2 

M, —2 | ou dy=0. 
0 


(où y est la distance à partir de C dans la section 0,0), équation qui 
définit la valeur du moment fléchissant limite M.. 


Posant y = a + + — r, portant 6,4 dans l’équation des moments 


et intégrant, on trouve la relation Me en fonction du même para- 


M3 
mètre er ; cette dépendance est indiquée en pointillé sur la figu- 
re 112. 


Un autre champ de glissement est possible à partir de = = 


— 0,398. Sa construction est analogue à la seconde solution pour le 
cas d’une rainure. Les deux champs à symétrie axiale s’y réunissent 


o 
ee 
LAID 
6 U] 2) A 


Fig. 115 


par des arcs circulaires PQ (fig. 114, b) suivant lesquels se produit le 
glissement, c.-à-d. le pivotement des parties rigides extérieures. 
Les calculs y sont identiques à ceux employés dans le cas précé- 
dent ; la relation correspondante entre le moment limite et le para- 
mètre géométrique est montrée en ligne” pleine sur la figure 112; 
on l’appliquera pour Fi > 0,398. 

3. Entaille angulaire profonde (fig. 115). La construction du 
champ de glissement apparaît clairement sur la figure 115. Les fron- 
tières libres étant rectilignes, les états de contrainte homogènes 
sont réalisés dans les triangles OBD, CAA (traction de +2k4 dans 
AOBD et compression de —2k dans ACAAÀ). Les champs centrés 


42.] FLEXION D’UNE BANDE AFFAIBLIE PAR DES FENTES 195 


ODE relient les triangles OBD' avec le carré OECE soumis à un 
état de contrainte homogène; pour des raisons de symétrie, il est 
clair que seule la traction q agira dans OECE suivant les sections 
verticales. 

Le paramètre n est constant le long de la ligne B CB (et le long 
des lignes B qui lui sont parallèles), par conséquent, nc = 15, Cc.-à-d. 


o F14 1 FA 


Mais g = 6 + À dans le carré OECE et on obtient donc q = 
= k(2 + x — 2y). On trouvera la position du point de disconti- 
nuité C. définissant l’ensemble de la solution, à partir de la con- 
dition d'équilibre: gh; — 2k (h — h;) = 0. 

Le moment limite est égal à 


M, = 5 gt +6 (Eh). (42.4) 
En y portant les valeurs de q et hk,, on trouve la relation 
Ma n—2y 
PRES ET Ce 


qui est représentée en pointillé sur la figure 116. Tout comme aupa- 
ravant, les parties rigides tournent autour du point C; le champ 
des vitesses est déterminé par solution 


pas à pas des problèmes caractéristi- Deux entailles 


ques. My 1 

Envisageons maintenant un au- + ! 7 
tre tvpe de champ de glissement | 4 
(fig. 115, b); la rotation y a lieu sui- |  , jA UNE Entatte 


vant les lignes de glissement circu- 
laires PQ autour du « tourillon » fixe 
et rigide OPQQP. Un état de trac- 
tion uniforme de +24 a lieu dans 
AOBD et un état de compression 
uniforme de —2k4 dans le domaine 
adjacent à la face inférieure. Le do- 
maine triangulaire OBD est lié au 
champ centré ODP qui est réuni à son 
tour à la zone plastique dans la partie 
inférieure par les lignes de glissement 


circulaires PQ. Le long de A’QPO, n = const, donc np = o; 
étant donné que 


Cp TT 1 za 
= tr 2 Mm=—-z+T: 
on a Gp = k (46 — 1); on voit clairement d’après les considéra- 
tions géométriques que 6 + e + + Ÿ= 7; ensuite, Ë = const 


13° 
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se les domaines OPD, ODB et il en découle que 3ô = 1 — y + 
+ rit 

La solution est maintenant déterminée par deux paramètres, à 
savoir la distance O0’A’ et le rayon R de l’arc circulaire, qui peuvent 
être trouvés, comme ci-dessus, à partir de deux équations d’équi- 
libre. Sans nous arrêter sur des calculs simples mais assez encom- 
brants, donnons les résultats définitifs. Le rayon R se réduit à zéro 


Fig. 117 


pour y = { et le deuxième type de champ passe au premier. Pour 
y <1, la seconde solution donne une valeur moindre du moment 
limite. La relation correspondante est montrée en ligne pleine sur 
la figure 116. Lorsque les angles y sont petits, le moment limite ne 
dépend pratiquement pas de y, la charge limite étant par ailleurs 
la même que pour une rainure à base circulaire avec un rayon de 
l'arrondi infinitésimal. 

4. Entailles angulaires profondes bilatérales symétriquement 
disposées. Ce cas peut être examiné de la même manière. La relation 
entre le moment limite et l'angle d’entaille est portée sur la figure 116. 

5. Données expérimentales. Les zones plastiques deviennent 
observables moyennant un trailement spécial (polissage, décapage) 
des éprouvettes d'acier déformées. Les photos obtenues par Hundy 
[76] pour les cas où 2y — 60° et 2y — 140° sont montrées sur la figu- 
re 417. Les données expérimentales confirment bien les conclusions 
théoriques relatives à deux types différents des champs de glis- 
sement (ce qui est montré dans la partie gauche de la figure 117). 
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43. FLEXION D'UNE CONSOLE COURTE SOLLICITÉE 
PAR UNE FORCE 


1. Enoncé du problème. Dans le paragraphe 24, nous avons 
considéré le problème de la flexion plastique d'une poutre sous l’ef- 
fet des couples. Cependant, comme dans le cas du matériau élastique, 
on peut appliquer également les relations obtenues à la flexion pro- 
voquée par des charges transversales si la poutre est suffisamment 
longue, l'influence des contraintes tangentielles étant alors négli- 
geable. 

Si l’on ne prend pas en considération les contraintes tangentielles 
pour des poutres courtes, cela peut conduire à des erreurs importan- 
tes. 

Soit une poutre en porte-à-faux de section transversale rectan- 
gulaire constante, qui fléchit sous l'effet d’une force P (par unité 


Fig. 118 Fig. 119 


de largeur) appliquée à son extrémité (fig. 118) ; l'extrémité gauche 
de la poutre est solidement encastrée. La largeur b est constante 
dans la direction horizontale et dépasse de beaucoup (de six fois 
au moins [%°]) la hauteur 2h de la poutre. Dans ces conditions, on 
peut considérer la déformation comme plane. Comme d'habitude, 
on part du schéma d’un matériau rigide-plastique. 

2. Premier type du champ de glissement. Dans le problème donné, 
il peut y avoir le champ de glissement représenté sur la figure 119. 
Dans les triangles ABC et A’B'C”, les contraintes sont définies par 
les frontières libres AB et 4’B”, le triangle ABC étant caractérisé 
par la traction uniaxiale de +2k et le triangle A’B'C' par la com- 


pression de —2k. Dans A ABC on a 0 = — Ts o—=k,E = T+E, 
Mi ++ A ce triangle confine le champ centré ACD dans le- 


quel n = const = 1,. Désignons par d la longueur de AD (le point D 
appartient à l’axe de la poutre) et par æ l’angle DAC. Il est évident 
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que 
d cos (+—:) = h. 


Le long de AD, 6 = — T— e, la pression moyenne qui est égale 


sur la ligne de glissement AD à la contrainte normale sera donc 
(puisque n = 1) égale à o1 — k (1 + 2e); la contrainte tangen- 
tielle sur AD est évidemment égale à k. Le long de A'D, la pression 
moyenne ©, = —k (1 + 2e). Les contraintes sont discontinues au 
point D. 

Envisageons maintenant l'équilibre d’une partie de la console 
à droite de la ligne ADA'’. La condition de nullité de la somme des 
projections des forces sur l’axe des y conduit à l'équation 


cos(E—c) — (1 + 2e) sin (+—e) = 


qui définit l'angle 8. La longueur ! de la console ne peut être arbi- 
traire et on la trouve à partir de la condition de nullité de la somme 
des moments par rapport au point D: 


k (1 + 2e) d=P [1—dsin (5—e) |. 


Ces équations définissent la relation entre _. et G- 

Dans l'état limite, la partie rigide de la console (à droite de 
BDB') tourne par rapport au point D. Comme il est aisé de le voir. 
le champ des vitesses dans les z0- 
nes plastiques est compatible avec 
les vitesses sur les frontières. 

3. Deuxième type du champ de 
glissement (fig. 120). Ici on a éga- 
lement dans les domaines triangu- 
laires ABC et A'B'C' une traction 
et une compression respectivement. 
Confinant à ces zones, les champs 
centrés ADC et A’D'C’ sont réunis 
par une ligne de glissement circu- 

Fig. 120 laire isolée DD' de rayon R. Dans 
s l'état limite, la partie droite de la 
console glisse suivant cet arc. 

Désignons par d la longueur de AD, par & l’angle DAC et par 
26 l'angle d'ouverture de l’arc DD’. Dans AABC on a 6 = k, 6 — 
= —E,b=i+Emes-<. Dans le secteur ACD on an = 1; 
et il est donc facile de voir que le long de AD 6, = k (1 + 2e) et 


Eap = Tite +2 + e. Nous avons respectivement sur A'D': 
LS 
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co, = —k (1 +28), Earn = _i8.,# e. En partant des 
raisonnements géométriques, il est clair que Ô =+ — e. La ligne 


ADD'A' est une ligne de glissement & continue; sur cette ligne 
E — const, par conséquent, on a Exp = Exp, d’où 


2=+ += 16°20’. 


Alors, 26 — 73°40’. La longueur d est déduite de la relation géo- 
métrique 
R sin ô + d cos ô = h. 


Le rayon inconnu R est déterminé de la condition de nullité 
de la somme des projections sur la verticale de toutes les forces agis- 
sant sur la partie de la poutre qui se trouve à droite de la ligne 
ADD'A'. La contrainte tangentielle est égale à k le long de l’arc 
DD'; quant à la contrainte normale, elle est calculée selon la con- 


dition E — const — E1p; étant donné que = 7% ? — (x == 5) , on 


a alors o — 2ky sur DD”, où l'angle y est one à partir de l'hori- 
zontale. Ainsi, 


kd cos d — oid sin Ô+%R | cos y dx —2kR | x sin 4 d{ + 


ou bien 
0,03d+-0,43R =+ +. 
Formons ensuite l'équation des moments par rapport au point O: 
kdR+ oi +kôR TP, 
où /’ est la distance entre l'extrémité chargée et le centre O: 


= l+R cos ô — d sin 6. 


Le rayon R s'accroît avec l'augmentation de la force (pour des 
poutres de plus en plus courtes) et les domaines ABCD décroissent 
rapidement, la déformation plastique se localisant essentiellement 
le long d’une ligne de glissement circulaire isolée. Les équations 


se s Û 3 P l 
écrites établissent la relation entre Cr et x 


Seule la première solution est valable pour 2e << +; pour 
257, la deuxième solution conduit à des ee. plus peti- 


tes et, de ce fait, plus acceptables de la charge limite Fe (car ces 
« 
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solutions, comme cinématiquement admissibles, conduisent à la 
borne supérieure de la charge). Le premier type du champ est réa- 


lisé pour les poutres longues H> 13,73; les deux champs se con- 


fondent pour E= 13,73, car R = 0. Les observations faites sur 


les poutres déformées [*] confirment l'existence de deux types des 
champs de glissement. La figure 121 
représente le champ théorique et le 
tableau obtenu dans l’essai de flexion 
d’une console courte. 

La solution élémentaire qu’on 
obtient quand on néglige les contrain- 
tes tangentielles (paragraphe 24) con- 
duit à la relation 

Ps 
"2kh 


h 
T' 


Pa 


Pa 
en fonction du paramètre 3 est don- 


La relation des charges limites 


née sur la figure 122. On voit aisément 


Fig. 121 Fig. 122 


que dans le cas de la déformation plane, pour H= 10, la charge 
approximative PS est, selon un calcul élémentaire, d'environ 5 % 
inférieure à la charge « exacte» P,. 

Cette divergence augmente pour les poutres courtes, mais elle 


ne dépasse pas toutefois 43 % pour _. > 1. Avec l'accroissement de 
la longueur P, — P£. 


4. Considérations finales. Selon un schéma à peu près identique, il est 
facile d'examiner la flexion d'une console cunéiforme et d’une console limitée 
par des arcs de cercle. Dans ce dernier cas, le champ de glissement éventuel 
(type I1) est montré dans la partie gauche de la figure 123. Par suite de la hau- 
teur variable de la poutre, le domaine de la déformation plastique apparaît 
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à une certaine distance de l’encastrement. Les observations faites au cours des 
expériences (cf. photo dans la partie droite de la fi 123) confirment bien 
les hypothèses. On envisage également la flexion d'une console sollicitée par 
une charge uniformément répartie [165]. 


Fig. 123 


Notons finalement que la déformation plastique est fortement influencée 
par le procédé de l'encastrement [1]. : 
La borne inférieure de la charge limite est indiquée dans l'ouvrage [14]. 


ot. 4. CISAILLEMENT D'UN RÉTRECISSEMENT RECTANGULAIRE 


On a examiné ci-dessus les déformations plastiques dans une 
section affaiblie de la bande en traction ou flexion. A. P. Green [#8] 
a étudié un cycle de problèmes portant sur l’état limite des sections 
affaiblies travaillant dans des conditions de cisaillement et de pres- 
sion. Les problèmes de ce type apparaissent notamment lors de l’ana- 
lyse du mécanisme relatif au frottement sec des métaux, qui est 
lié à la déformation plastique de différentes inégalités des surfaces 
de contact. 

Considérons un de ces problèmes présentant un intérêt plus 
général. 

Soient les parties massives Z et ZI qui sont reliées par un rétré- 
cissement de hauteur k et de longueur L (fig. 124); la partie supé- 
rieure / se déplace vers la gauche à une vitesse V, la partie infé- 
rieure 77 se déplace vers la droite à la même vitesse. Trouver la 
charge limite et les zones plastiques. 

Une construction éventuelle d'un champ de glissement, symétri- 
que (par construction géométrique) par rapport aux axes des r et 
y, est représentée sur la figure 125. Les zones plastiques, qui se trou- 
vent dans les angles À, 4’, B, B', renferment les triangles ACD 
et 4A’C'D’ de traction uniaxiale uniforme de <+-2k ainsi que les tri- 
angles BEF et B'E'F' de compression uniaxiale de —2k, contigus 
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aux frontières libres AB” et BA’. Les champs centrés CAS, EBT, ... 
dont l’angle d'ouverture est y sont réunis aux triangles mentionnés. 
La zone centrale GKG’K” est le domaine de cisaillement uniforme à 
pression nulle ©, que les lignes de glissement circulaires SG, KT, 
S’G'. K'T' de rayon R unissent aux zones plastiques angulaires. 


Fig. 124 Fig. 125 


Désignons les longueurs des segments AC et GK’ par a et b respec- 
tivement. Les domaines DCSGK'T'E'F' et KTEFD'C'S'G' res- 
tent rigides (c.-à-d. qu'ils ne subissent pas de déformations plas- 
tiques). Dans la partie inférieure de la figure 125, le dessin du champ 
de glissement, au voisinage de l’un des angles, est donné à une plus 
grande échelle. Dans A ACD 

1 4 


EL 1 
0——, o=k et E=const=.—7=#; 


0= x, o——k et E=const= 1 pr, 


Le long de ASona 6 =T + y, le long de TB, 8 = 3x — y. I est 


évident que dans chacun des domaines ASCD, BTEF le paramètre £ 
est constant et est égal à E,, £. respectivement ; à partir de ces con- 
ditions on trouve la pression moyenne sur les côtés AS et TB : 6, — 
= k (1 + 2y), oe = —k (1 + 2y). Calculons maintenant les valeurs 
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du paramètre n sur les côtés AS, TB: 
1 C2 1 3 
m=z+ ++ 27, Mm=—s+7rn—2y. 


Etant donné que ASGXTB est une ligne de glissement B con- 
tinue. on a sur cette dernière n = const, autrement dit, M1 = Me 


d’où l’on obtient y — . + . Les considérations géométriques nous 


È e 2 14 1 
font voir clairement que SNG — FT +3 
Les inconnues R, a, b résultent des conditions suivantes. Tout 
d’abord, la projection verticale de la ligne ASG est égale à _ (k — b). 


Ensuite, le domaine rigide DCSGK'T'E°’F” doit être en équilibre; 
sa frontière F’D est libre, une contrainte tangentielle de grandeur # 
agit le long du secteur DSGK'T'F' ; la contrainte normale est nulle 
sur GK”, égale à 4 sur DC et à —k sur F'E" ; sur l'arc CS, elle aug- 
mente de la valeur #4 à 4 (1 + 2y) comme une fonction linéaire de 
la pente de la ligne de glissement et sur l’arc SG, elle décroît de cette 
dernière valeur à zéro; les contraintes normales subissent des varia- 
tions analogues le long de la ligne E’T'K. 

Pour des raisons de symétrie, la somme des projections des con- 
traintes sur l’axe des zx est égale à zéro (3, X = 0), et il ne reste que 
deux conditions: D}Y = 0 et mom = 0. Omettant les calculs 
simples, mais quelque peu encombrants, on fournit les valeurs des 
paramètres trouvées à partir des trois conditions indiquées ci-dessus : 


a R b 
7 = 0,052, 7 = 1,076, 7 — 0,739. 


Cela étant, la largeur du secteur GX ne dépend que du rapport _ et, 


comme on s’en aperçoit aisément, se réduit à zéro pour + = 0,68. 
C’est pourquoi le champ de glissement envisagé doit satisfaire à 
la condition + > 0,68. 

Calculant la somme des projections horizontales des contraintes 
agissant suivant la ligne de glissement ASGKTB, on obtient l’ef- 
fort tranchant limite 


h 
Q.= 03 (1—0,2497), (44.1) 
où Q° = kl est l'effort tranchant selon le schéma élémentaire de la 
résistance des matériaux. Il est évident que Q, + @ pour + — 0. 


Adressons-nous maintenant à la représentation cinématique. 
Désignons par U les discontinuités de grandeur égale dans la 
composante tangentielle de la vitesse le long des lignes B supérieure 
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AGKB et inférieure A’G'X’B’. La zone centrale subit un cisaille- 
ment uniforme; les points sont fixes sur la ligne O0” et la vitesse 


de cisaillement est égale à 5: (V — U). Les domaines rigides pivotent 


par rapport aux points O (0’) dans le sens positif avec une vitesse 
angulaire ©. D'autre part, ces domaines subissent une rotation par 


Fig. 126 


rapport aux parties inférieure et supérieure autour des centres des 
arcs circulaires respectifs (SG, AT, ...) avec une certaine vitesse 
angulaire ©”. 
On obtient aisément de la condition de continuité de la compo- 
sante normale de la vitesse que: 
d (A LA 
V—U=0Z, Ro =U, (R++)a =, 
d'où 
U b 


Une photo des champs de déformation plastique, observés dans 
le rétrécissement après décapage, est représentée sur la figure 126. 
On voit parfaitement bien le domaine du cisaillement uniforme 
dans la partie moyenne de ce rétrécissement. 
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Pour conclure, nous noterons que l’on peut construire des solu- 
tions analogues [5] pour des rétrécissements symétriques de confi- 
gurations différentes (par exemple, avec des côtés circulaires). 


45. ENFONCEMENT D'UN POINÇON PLAT 


Envisageons le problème relatif à l'établissement de l'écoulement 
plastique lors de l’enfoncement d’un poinçon solide à base plane 
(fig. 127); le milieu plastique est limité par le plan et il n’y a pas de 
frottement sur la surface de contact. Dans l’état limite, le poinçon se 


RARE 
RARE 


Fig. 127 


déplace vers le bas à une vitesse V. La déformation étant supposée 
petite, on peut donc négliger le changement de forme de la surface 
libre. 

1. Solution de Prandtl. La solution de Prandtl se rapporte aux 
premiers travaux sur le problème plan. Supposons que dans l’état 
limite la distribution de la pression sous le poinçon est uniforme. 
Alors le champ de glissement (fig. 127) peut être construit comme 
suit: les domaines triangulaires de l’état de contrainte homogène 
se trouvent sous le poinçon et de part et d’autre de celui-ci ; en parti- 
culier, les triangles BDE et AFG éprouveront une compression sim- 
ple, parallèle à la frontière. La pression o est inconnue dans À ABC et 


El 4 o x - 
SC mn Nr 
dans A BDE: 
LA 1 Ta 
=—k =, be. 


Les domaines triangulaires sont réunis par des champs centrés. Le 
paramètre E est constant le long de la ligne &, on a donc £, = £,, 
d’où o = —k(1 +=). D'après les formules (32.1) on trouve les 
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contraintes dans À ABC : 
Ox = —kn, 0, =—k(2+n). 
La charge limite est égale à 
P, = 2ak (2 + a). (45.1} 
Trouvons la distribution des vitesses ; le triangle ABC se déplace 


vers le bas comme un solide à la vitesse du poinçon V. La compo- 
sante tangentielle de la vitesse est discontinue le long de BC, tandis 


que la composante normale est égale à Y. Le long de CD, la com- 


posante tangentielle de la vitesse est discontinue et la composante 
normale est nulle. Alors, conformément à (38.7), nous avons v — 


=0et u = V dans le champ centré. Enfin, le domaine BDE 


7 


glisse comme un solide dans la direction DE à la vitesse de TE v. 


Un champ analogue est construit dans la partie gauche de la figu- 
re 127. 

2. Solution de Hill. Une autre solution, proposée assez récemment 

par Hill, est représentée sur la figure 128. On suppose ici également 

p qu’une pression uniforme 

| s'exerce suivant la ligne de 

contact AB. Nous aurons 

alors dans le domaine OCDEB 

le même champ des contrain- 

tes que dans le domaine 


H# 4 £ £ Pad pour la solution de 
ARR ARASY Prandtl (fig. 127). Pour ce qui 
RIRE est du domaine OFGHA 

| (fig. 128), le champ des con- 

Fig. 128 traintes y est le même que celui 

du domaine BCFGA (fig. 127). 

Il est évident que la même pression uniforme ©, = —k (2 + x} 


s’exercera suivant la ligne AOB. La charge limite P, a la valeur 
précédente (45.1). Cependant le champ de glissement et l’image 
cinématique seront différents (fig. 128). Le triangle OCB y glisse 
comme un solide le long de OC à la vitesse V 2V ; la vitesse est con- 
tinue sur BC, dans le champ centré BCD on a v = 0, u = V2V. le 
domaine triangulaire BDE se déplace vers DE à la vitesse V2V. 
A la différence de la solution de Prandtl, le champ des vitesses est 
continu dans les zones plastiques. 

Comme le remarqua Prager, on peut élaborer une solution repré- 
sentant une combinaison des solutions de Prandtl et de Hill et com- 
portant un paramètre arbitraire caractérisant la superposition mu- 
tuelle des domaines OBC et OAF. 
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Le problème envisagé illustre la non-univocité des solutions 
obtenues d’après le schéma du corps rigide-plastique. Par consé- 
quent, pour construire des champs éventuels de glissement et des 
vitesses il est indispensable d'utiliser des raisonnements complé- 
mentaires différents ainsi que des résultats expérimentaux. 

En particulier, il est utile d'essayer de se représenter le carac- 
tère de l’apparition et de l’évolution des zones plastiques en se 
basant sur les solutions de la théorie de l’élasticité ou sur d’autres 
raisonnements quelconques. Sous ce point de vue, la solution 
de Hill donne une meilleure image, car, si l’on part de la solution 
du problème correspondant relatif à la pression du poinçon rigide sur 
un demi-plan élastique, les zones plastiques apparaissent dans le 
VORAES des angles À, B et s'étendent par la suite vers le 
milieu. 

Un autre point de vue concernant le choix de la solution est 
discuté dans l'ouvrage de J. Rychlewski [144]. 


«<= 46. EFFET D'UNE PRESSION UNILATÉRALE EXERCÉE 
SUR UN COIN 


Envisageons le problème relatif à la recherche d’une charge limite 
pour le coin lorsque la pression uniforme p est appliquée à la face 
droite (fig. 129). 

1. Cas du coin obtus. Considérons au début le cas du coin obtus 


2y >+. Un état de contrainte homogène se réalise dans le domaine 


triangulaire OCD, formé par les lignes de glissement qui sont issues 
des extrémités du segment OD. 
Il est évident que dans le 
triangle OAB, contigu à la 
frontière libre OA, il y aura 
également un état de contrain- 
te homogène. 
Conformément à (35.4), on 
à OC = —p + 2k; le signe est 
choisi à la suite de raison- 
nements complémentaires quel- 
conques (ou en essayant tou- -2%# 
tes les variantes). Supposons 
que le coin «fléchit» sous 
l'effet d’une charge unilatéra- 
le; on devra alors s’attendre à 
trouver une contrainte de traction o, sur le côté OD et une con- 
Eee de compression sur le côté OA. Cela étant. nous admettons 
e Gr = —p +2k dans le À OCD et © — —2k dans le À 04B 
(hig. 129). Réunissons ces deux domaines par le champ centré OBC 


Domaine rigide “2 


Fig. 129 
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(paragraphe 33) ; les contraintes y sont constantes le long de chacun 
des rayons et varient (comme les fonctions linéaires de la pente du 
rayon) à partir des valeurs qu’elles présentent sur la ligne de glisse- 
ment OC aux valeurs qu’elles ont sur la ligne de glissement OB. 
La contrainte tangentielle rt = ks’exerce le long de la ligne de partage 
ABCD qui est une ligne de glissement ; la contrainte normale est 
égale à o = —p +k sur le tronçon CD et o = —k sur letronçon 4B ; 
elle varie suivant une loi linéaire sur le tronçon BC. 

Les domaines considérés ne seront en équilibre que pour une 
valeur déterminée de la pression p = p,, appelée valeur limite; 
pour calculer cette valeur, on peut utiliser la condition de constance 
du paramètre n sur les lignes f: 


dans À OCD: 0=p—Ÿn, ne +y—În, 
dans À OAB: 0= (++), n= —Ày—<. 


Egalant ces valeurs de n entre elles, on obtient la formule de 
Prandtl 


p, = 2k (1 +2—+). (46.1) 
Sur le plan Ë, n, la solution est représentée par un segment de 


droite n = const. Lorsque y = _. (coin rectangulaire), le champ centré 


dégénère en une ligne droite et la solution a une forme simple qui 
réside partout en une compression uniaxiale uniforme (fig. 130). 


É 
= 2k 


Fig. 130 Fig. 131 


Soit une composante normale de la vitesse définie le long de OD; 
la base du coin étant immobile, la composante normale de la vitesse 
sera nulle sur la ligne ABCD. On voit aisément que le champ des 
vitesses est déterminé par solution successive des problèmes aux 
limites pour les domaines OCD, BCO, BAO. 
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2. Cas du coin acutangle. La construction perd sa signification 
lorsque y << _ puisque les triangles O0AB et OCD se recouvrent 


mutuellement, conduisant de la sorte à la non-univocité de l’état 
de contrainte. Dans ce cas, la continuité du champ des contraintes 
est impossible et la solution se caractérise par un champ discontinu 
qui est représenté sur la figure 131. Par ailleurs, à droite et à gauche 
de la ligne de discontinuité nous avons toujours des états de con- 
trainte homogènes: 


dans À O0'D: 8*=y—Ÿn, = —p+k, 
dans À O0'4: = —{y++), o= —k 


Conformément à la condition (39.3), on obtient sur la ligne de dis- 
continuité; 


Ps = 2k (1 — cos 2y) (46.2) 


(pour p = O0). 

Notons que l’on peut également construire un champ de con- 
traintes discontinu pour le coin obtus, mais, comme il sera montré 
plus bas, cela mènerait à une contradiction. Pour établir l'exactitude 
de solution, il faut voir si les autres conditions sont satisfaites par 
les champs construits. 

Envisageons sommairement l'analyse du champ des vitesses 
pour le cas du coin acutangle. Leslignes de partage AO' et O'D (fig. 131) 
sont des lignes de glissement sur lesquelles la composante normale 
de la vitesse , — 0. Le long de la ligne de discontinuité 00’ on a 
v, = const (paragraphe 39): la base du coin étant fixe, nous avons 
alors v, = 0 en un point O” et, par suite, v, — 0 en tout point de 
la ligne de discontinuité. Soit une composante normale de la vitesse 
donnée sur la face OD. Partageons lafpartie droite du coin à l’aide 
des lignes de glissement en une suite infinie de triangles décrois- 
sants (fig. 131). On peut trouver un champ des vitesses dans chacun 
d'entre eux si l’on résout successivement le problème mixte (para- 
graphe 38) en passant du triangle 7 au triangle 2, etc. On trouvera 
alors la composante de la vitesse v, sur la ligne de discontinuité 
00 


Passons à la construction du champ des vitesses dans la partie 
gauche du coin. Dans le triangle OO'E, les vitesses sont définies 
par solution du problème de Cauchy suivant les valeurs connues 
de v.. v, sur la droite 00”. Nous avons le problème caractéristique 
pour le AO'EA. 

La construction analogue du champ des vitesses pour la solution 
discontinue dans le coin obtus conduit à des contradictions. En 


14-0563 
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effet, nous avons le problème mixte dans le AODD" (fig. 132) déter- 
minant le champ des vitesses dans le triangle mentionné (les com- 
posantes normales de la vitesse sont données sur la ligne OD et la 
caractéristique DD’). On doit maintenant résoudre le problème 
caractéristique pour le AOUO"D", les vitesses seront alors trouvées sur 


Fig. 132 


la ligne de discontinuité 00” également. La définition de la vitesse 
v, = 0 sur O0” découlant de l’hypothèse sur l’existence de la solu- 
tion discontinue est inadmissible et, par conséquent, la construction 
envisagée est erronée. . 


Pour conclure, notons que le problème élasto-plastique du coin a été abordé 
également par G. Chapiro et P. Nahdi ; l'équilibre d'un coin en matériau écrouis- 
sable selon la loi de la puissance a été étudié par V. Sokolovski [#]. Nous men- 
tonnes “aies ici les travaux récents de E. Najar, J. Rychlewski et G. Cha- 
piro a]. 


47. COMPRESSION D'UNE COUCHE 
ENTRE DEUX PLAQUES RIGIDES 


Considérons le problème relatif à la compression d’une couche 
plastique entre deux plaques parallèles rigides et rugueuses (fig. 133). 
La couche plastique, refoulée 
vers l'extérieur par écrasement, 
coule du centre à la périphérie 
avec des contraintes tangentiel- 
les élevées apparaissant sur les 
surfaces de contact. Tout laisse 
croire que ces contraintes tan- 
gentielles atteignent leur valeur 
maximale À pour des déforma- 
tions plastiques évoluées. 

Fig. 133 1. Solution de Prandtl pour 

les couches minces. Admettons que 

l'épaisseur 2h de la couche soit bien inférieure à l’étendue 2/ de la 
couche. Dans les sections aux extrémités de la couche, les charges 
équilibrées ne peuvent alors exercer une influence notable sur l’état 
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» 


de la couche à une certaine distance des extrémités. Les solutions 
qui ne satisfont pas exactement aux conditions aux limites sur 
les extrémités de la couche présentent également de l'intérêt dans 
ces conditions. 

On s'aperçoit aisément que les contraintes 


Ox— — p—k (£-2y1-# , 
La 


Oy = —P—k+, 


(47.1) 


satisfont aux équations différentielles d'équilibre (31.9) et à la 
condition de plasticité (31.8) pour n'importe quelle valeur de la 
constante arbitraire p. Les composantes du vecteur vitesse 


e=V+c(i— 


satisfont à leur tour à la condition d’incompressibilité (31.11) 
et à l'équation (31.10), quelles que soient les valeurs des constantes 
c, V. Il découle de (47.2) que chacune des plaques avance vers la 
couche à la vitesse c. 

Trouvons les lignes de glissement. Comparant la dernière des 


formules (32.1) avec la formule +t,, — k+T, on obtient: 
y = h cos 26. 
D'où 
dy : dû 
= — 2h sin 20. 


On peut maintenant, à l’aide de (31.7), trouver les équations diffé- 
rentielles des lignes de glissement : 


2h sin 20 À — —tg0, 2hsin 26 À = cotg 6. 
En séparant les variables et en intégrant, on obtient les équations 
paramétriques des familles de lignes de glissement : 
x — — h (26 + sin 20) + const, y — h cos 28; (œ) 
zx — h (26 — sin 28) + const, y = h cos 28. (B) 


Le champ des lignes de glissement est constitué par deux familles 
orthogonales de cycloïdes dont le rayon du cercle générateur est 
égal à h. Les droites y — +h sont les enveloppes de ces familles 
de cycloïdes et, par suite, les lignes de discontinuité. Il est facile 
de voir que le long de ces dernières les dérivées % et FE tendent 

14% 
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vers l'infini. La vitesse de cisaillement n,, n’est pas limitée non 
plus sur les lignes y = +k. 

Faisons en sorte que les conditions sur le bord libre x — 0 soient 
satisfaites au sens de Saint-Venant, autrement dit, exigeons que 
pour x = 0 

h 
[ 0: dy =0. 
“h 


Portant ici les composantes de la contrainte, on obtient p =k+. 


La distribution de la pression (o,),.n est linéaire. On calculera 
aisément l'effort de compression limite que nous désignerons par 22 : 


2p=2 | 0, =-H(5+x). (47.3) 
0 


Ensuite, les paramètres c et V sont liés par la condition d’incompres- 
sibilité du matériau: le flux du matériau passant par la section 
z — 0 doit être égal à la quantité de matériau refoulée par unité 
de temps sur une longueur ! lors du rapprochement des plaques: 
; 


k 
— Î VX dy = le. 


Portant v, de (47.2) pour x = 0, on obtient: 


LA l 
Vmc(s—z): 
La contrainte normale ©, est constante suivant l'épaisseur de la 
couche et elle est une fonction linéaire de x. À distance du bord libre, 
la contrainte ©, ne diffère de 6, que d’une petite valeur de l'ordre 


LA 


MX 


Fig. 134 


Z y 


47] COMPRESSION D'UNE COUCHE ENTRE DEUX PLAQUES 243 


h s ie > ge : 
de T7 par rapport à l'unité; avec la même précision la vitesse de 


l'écoulement dans la direction des x est constante suivant l'épais- 
seur. Les contraintes tangentielles sont petites par comparaison 
aux contraintes normales. 

La solution de Prandtl n'est satisfaisante ni au voisinage des 
extrémités (pour x — 0, la condition aux limites n'est vérifiée 
qu’au sens de Saint-Venant), ni dans la partie moyenne (au voisi- 
nage de x — L), car les contraintes tangentielles doivent se réduire 
à zéro sur l’axe de symétrie. On est en droit de penser qu'il y a un 
domaine rigide dans la partie moyenne de la couche et que le maté- 
riau est refoulé de part et d'autre de ce domaine (fig. 134). Néanmoins, 
la solution de Prandtl est une bonne approximation pour la couche 
mince. 

2. Couche d'épaisseur moyenne. Pour les couches d'épaisseur 
finie, on ne peut négliger l'influence des conditions sur les extrémités 
et dans la partie centrale de la couche; la solution doit satisfaire 
à toutes les conditions aux limites pour les contraintes et les vitesses. 
La construction du champ de glissement avait déjà été ébauchée 
par Prandtl et par la suite ce problème fut étudié par V. Sokolovski 
5], Hill, Lee et Tupper |[*], etc. 

Admettons que la ligne de glissement &, séparant le domaine 
plastique et le domaine rigide, est une droite OA (fig. 134); on se 
convaincra plus lard de la justesse de ce raisonnement. Pour des 
raisons de symétrie, il n’y a pas de contraintes tangentielles sur 
l'axe de la couche et la ligne OA est donc inclinée sous un angle 


de L. Le champ des contraintes a une singularité au point O, et 


la solution, dans le domaine OAB, est représentée par le champ 
centré qui, conformément à la condition à la surface de contact, 
est limité par la ligne de glissement «, celle-ci étant confondue 
avec la frontière. Examinons les forces agissant sur la partie rigide 
OAO". Les contraintes tangentielles de valeur k, dirigées vers le 
sommet A. sont réparties uniformément sur les faces OA, O'A;: 
la contrainte normale est égale à la pression moyenne. On trouve 
facilement à partir des conditions d'équilibre de la partie rigide 
OAO" que la pression moyenne sera égale à —k le long du segment 
OA de la ligne «. Selon le théorème de Hencky, on a &o — —2k6 + 
—+ const le long de la ligne circulaire B; définissant cette constante 
d’après les valeurs de © et 6 sur OA et passant, par la suite, à la 
ligne de contact OB pour laquelle 0 — 0, on trouve que la pression 


est constante et égale à —X (1 + 5) le long de OB. Les valeurs 
£, n sont connues maintenant sur les segments 4 B et AB" des carac- 


téristiques B. æ, et l’état de contrainte dans le domaine ABCB' 
est déterminé par la solution du problème caractéristique. On a le 
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problème mixte dans le domaine BCD (l'angle 0 — 0 est donné 
le long de BD, car sur la ligne de contact t,, — k et les éléments 
de glissement coïncident avec la frontière). 

On poursuit la construction jusqu'à ce que l’on n'’atteigne l'axe 
O"0”. Pour des raisons de symétrie, les contraintes tangentielles 
sont nulles sur la ligne 0"O” et, par conséquent, la condition t,, — 
= const — k sur la ligne de contact ne peut être vérifiée au voisinage 
du milieu de la couche. Une zone rigide y apparaît et elle est limitée 
par la ligne de contact et la ligne de glissement FG venant au point G. 
La distribution de la pression sur le segment FO” reste indéterminée 
et on peut seulement calculer la pression moyenne d’après les con- 
traintes s’exerçant le long de la ligne de partage F#G. La construction 
examinée est possible si le point C ne passe pas de l’autre côté de 
l'axe de symétrie 00”. Comme le montrent les calculs. cela aura 


lieu pour > 3,64. A droite de AB. la solution sera élaborée 
par des méthodes numériques. 


Un exemple de construction numérique d'un 
réseau de glissement est représenté sur la figure 135 (l'épaisseur de la couche 
est considérée comme égale à 2, c.-à-d. k — 1). Dans le secteur O0AB, la solu- 
tion est connue; divisons l'arc AB en 10 parties égales par les points (0, 0). 
(0, 1), ..., (0, 10); la valeur de 0 dans chacun de ces nœuds est égale à l'angle 


d'inclinaison du rayon « correspondant, par exemple, 0 — + au point (0. U), 
0 = + au point (0, 5), etc. La pression moyenne sur l’arc AB est égale à 


o=—k(1+5+ 20). 


Divisons l'arc AB’ en 10 parties égales par les points (U, U), (1,0), . . . 
.., (10, 0). La pression © aux points symétriques prend les valeurs précéden- 
tes ; on trouve facilement l'angle 6. Calculons ensuite les coordonnées des nœuds 
Zos1r Your To.2s Yo,» €etc., et notons toutes les données sur les arcs AB, AB" 
respectivement sur la ligne supérieure et dans la colonne gauche du tableau. 
Calculons, selon les formules (37.1), (37.2), (37.3), (37.4), les coordonnées du 
nœud (r”, n) et les valeurs des fonctions inconnues 06,,,n, 6,,,n dans ce dernier. 
Pour des raisons de symétrie, il suffit de calculer le champ en amont de AC 
(notons que 6 — —:x/4 sur AC ; utilisant ce fait on peut résoudre le problème 
mixte pour le domaine ABC). On trouve successivement les points (1, x) (c.-à-d. 
que l’on remplit la deuxième ligne du tableau), les points (2, n), etc. 
Réunissant les nœuds par des lignes droites (ou courbes suivant un pistolet), 
on obtient un réseau des lignes de glissement (fig. 135). Dans le domaine BCD, 
le champ est défini d'après le schéma de la solution du problème mixte (para- 
graphe 37), puisque maintenant ©, 0 nous sont connues sur BC dans les nœuds 
(m, 10) et ÿ= 0 sur la ligne y = 1. 


La distribution de la pression calculée sur la surface de contact 
est tracée en ligne pleine sur la figure 134. La pression obtenue 
d’après la solution de Prandtl est montrée en pointillé. Il est évident 
que la solution de Prandtl est une bonne approximation pour LS h. 

Le champ de glissement construit doit être accordé avec le champ 
des vitesses qui lui correspond. Penchons-nous sur cette question. 


Calcul de la compression d’une couche plastique 
entre des plaques rigides 


mo Loue Pocdw À a 
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En raison de la symétrie u = v sur AG; nous avons la condition 
aux limites v — — c sur OF (fig. 134). Etant donné que la zone ri- 
gide dans la partie moyenne se déplace en direction verticale à la 
vitesse c et la composante normale de la vitesse v est continue sur la 
frontière FG, on a alors sur cette dernière v = —c cos 6. Intégrant 
maintenant l’équation (38.4) et définissant une constante arbitraire 
d’après la condition u — v au point G pour lequel 8 — —:x/4, on 
trouve sur la frontière FG la deuxième composante de la vitesse : 


= —c (V2 + sin 8). 


La composante tangentielle de la vitesse u subit ainsi un saut de 


grandeur c V2 lorsqu'elle passe par la ligne de partage FG, ce qui 
implique une vitesse de cisaillement infinie. Construisons un champ 
des vitesses d’après les valeurs calculées de x et v en s’avançant 


Elastique £ tastique 
Fig. 136 


successivement de droite à gauche jusqu'à la ligne AB, les vitesses 
sur AB étant définies d’une façon unique. Par la suite, dans le 
secteur OAB, on trouve les vitesses d’après les données relevées 
sur les segments AB et OB. La vitesse w est constante le long de 
chaque rayon, c.-à-d. u — u (0); alors, le long de la ligne f. on 
aura (cf. paragraphe 38): 


= Î u (8) d8+ + (p). 


La vitesse v étant constante sur OB, nous aurons W (p) — const 
et. par suite, v — v (8). Ainsi, les vitesses u et v sont constan- 
tes le long de la ligne de partage OA. La condition de constance 
de la composante normale de la vitesse & sur AO correspond au 
mouvement voulu de la partie rigide 0AO" de la couche. 

L'image de la déformation d’une couche élasto-plastique réelle 
est montrée schématiquement sur la figure 136. La particularité 
des zones hachurées consiste en ce que les déformations élastiques 
et plastiques y sont du même ordre. 


Notons que, dans la solution obtenue, on peut considérer k comme épais- 
seur à l'instant donné; cette solution sera donc valable également pour les 
déformations finies. On peut d’ailleurs facilement définir la forme de la partie 
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refoulée d’après la condition d’incompressibilité. En effet, soit dh la grandeur 

de laquelle se déplace la plaque, alors h dr + ! dh = 0, où dx est le déplacement 

de la partie refoulée de la couche (fig. 137); 
où 


x 


h=hoe. ee 


où A est l'épaisseur initiale de la couche et z est 
compté à partir de l'extrémité de la couche. 


Fig. 137 Les calculs [*1 ont montré que les 
vitesses ne subissent des variations nota- 

bles que dans une bande étroite, au voisinage de la ligne de contact, 
et changent peu dans le reste de la couche. Ces résultats sont con- 


= T LÉ 


Æ. 


EY-7CZ CPE 


Fig. 138 
firmés par les observations faites sur le gauchissement d'un 


réseau initialement carré de la couche serrée entre des plaques 


L 
LC PLATE EC 


on 


7 2 


Fig. 139 


rugueuses. Les zones «rigides» apparaissent nettement sur la 
figure 138. 
3. Couche courte. La solution exposée n’est pas valable pour 


une couche courte (+< 3,64) . Ici, pour 1 << 3.64, le champ 
de glissement a la forme représentée sur la figure 139. Les droites 
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de glissement OA coupent l'axe horizontal sous un angle de + ; 
L'angle d'ouverture y du champ centré est défini par la condition 
d'arrivée de la ligne de glissement OBC au centre de la bande. 
Les domaines sombres restent rigides; la distribution de la pression 


suivant la ligne de contact est indéterminée et l’on ne peut indiquer 


à k 
que sa valeur moyenne. Les points À et C sont confondus pour — 


= 1; la construction du champ de glissement sera différente pour 
T<I (ci. (#7). 


4. Considérations finales. On avait supposé ci-dessus que la contrainte 
tangentielle maximale T., — k se développe suivant la surface de contact. 
V. Sokolovski [#] a étudié le cas où la contrainte tangentielle est constante 
mais inféricure à &. 

Sur la base des solutions envisagées, des méthodes approchées ont été 
développées pour le calcul de la compression de la couche. Ainsi, la solution 
approchée du problème de la compression des couches de formes variées dans 
le plan (circulaires, rectangulaires, etc.) est donnée dans l'ouvrage de Meyerhof 
et Chaplin [1%], où elle a été confirmée par des résultats expérimentaux. A. Iliou- 
chine fo s’est penché sur le problème de l'écoulement d'une couche plastique 
intercalée entre deux surfaces indéformables. 

L'état de contrainte d’une intercalation plastique mince, fixée à des par- 
ties rigides, est d’un intérêt pratique notable. De tels problèmes se posent, 
par exemple, lorsque l’on aborde la question du travail de la brasure (collage) 
ou celle du travail des soudures, etc. 

Les solutions exposées pour la couche mince se rapportent au stade final 
de l'écoulement plastique, quand des contraintes tangentielles, égales à la 
limite d’écoulement, se développent sur la surface de contact. Cependant, 
l'état de contrainte dans ces couches varie en fonction de la charge, allant de 
la compression (traction) uniaxiale simple à l’état de contrainte fini complexe 
étudié plus haut. L'analyse approchée du phénomène de l'évolution de l'état 
de contrainte dans une intercalation mince est donnée dans l'ouvrage [10°]; 
cf. également paragraphe 60. 

Notons finalement que la présence d’une force déplaçant les plaques réduit 
notablement l'effort de compression limite 2P. Ce problème sera envisagé 
sommairement dans le paragraphe 66. 


48. PROBLÈME ÉLASTO-PLASTIQUE SUR L'EXTENSION 
D'UN PLAN À OUVERTURE CIRCULAIRE 


1. Enoncé du problème. Envisageons le problème de l'extension 
d'un plan à ouverture circulaire de rayon a, éprouvant des tractions 
différentes à l’infini dans les directions des axes des x, y (fig. 140), 
c.-à-d. pour r —+ oo on a 0, —+p, Oy 4, Try 0, et q > p; l'ou- 
verture est libre de contraintes. 

Des domaines plastiques apparaissent lorsque les charges p et q 
sont d’une valeur suffisante. Sans entrer dans les détails de l’histoire 
du développement progressif de ces domaines (qui peut être accom- 
pagné d’une décharge dans diverses parties des zones plastiques), 
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posons que la zone plastique englobe entièrement l'ouverture. La 
condition de plasticité (31.8) sera valable si l’on admet que le maté- 
riau est incompressible. La solution, dans la zone plastique, n'étant 
alors définie que par la géométrie 

q du contour, dans les coordonnées 
LATE A polaires r,, les composantes de la 

y contrainte seront (paragraphe 34): 


Er 0=2kin—, Gp 2k (1+In 2). 
re (48.1) 
= Pour construire la solution dans 


la zone élastique, appliquons la 
fonction des contraintes F — 


= (x, y): 
Sata Sa 
7 SR ETES Re 
#7 dy? V oz? ôzx dy ” 
Fig. 140, Dans les coordonnées polaires, 


les composantes de la contrainte 
sont exprimées à l’aide de la fonction des contraintes F = F (r, q) 
par les formules : 


4 oF 1 &F aF 1 9F 1 &F (48.2) 


Tor tr ap ar Ve ag rép 


CAES 


On voit aisément qu'à la solution (48.1) correspond la fonction 
« plastique » des contraintes F,: 


EFy= —+r+rinT. (48.3) 


Dans la zone élastique, la fonction des contraintes F4 satisfait 
à l'équation biharmonique. D'ailleurs toute fonction biharmonique 
peut être représentée par la formule de Goursat 


F=Re[z®, (2) + W, (2)], (48.4) 


où ®,(z), Y, (z) sont les fonctions analytiques de la variable 
complexe 2 = x + iy. Comme toujours, la grandeur complexe 
conjuguée est représentée par un trait. Les composantes de la con- 
trainte sont calculées suivant les formules de Kolossov — Mous- 
khélichvili 

6x+0,=4ReU, (2), 


Oy—Ox + Zitay = 220; (2) + Vi (2)], (48.5) 
où l’on a posé 
Di(2)=D,(2), Vi()=Y (2). 
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Pour simplifier l’ècrifure on utilisera par la suite les opérateurs 
L et M correspondant aux expressions (48.5), à savoir: 


LP = + 


MP) = re dog 


Il faut appliquer les conditions aux limites pour déterminer 
les fonctions analytiques ®, et W,. En particulier, sur la frontière 
inconnue C des zones élastique et plastique les contraintes doivent 
être continues. 

2. Solution de L. Galine [°!]. On s’assure aisément que la fonction 
plastique des contraintes F,, écrite ci-dessus pour le champ à symé- 
trie axiale, satisfait à l'équation biharmonique. Cette propriété 
permet d'élaborer une solution fermée élégante pour le problème 
envisagé à l’aide d’une représentation complexe (48.4). 

Introduisons une nouvelle fonction biharmonique : F = F, — F,, 
où F, est définie par la formule (48.3) et peut être représentée égale- 
ment sous la forme (rappelons que z = reï?): 


F p=kRe[z (m£-+)]. (48.6) 
Il est évident que 
L(F) = L(Fe) — L(F»), M (EF) = M (Fe) — M (Fh). 


Formulons les conditions aux limites pour la fonction F. Notons, 
tout d’abord, qu’à l'infini: 
L(F)=g+p, M(F)=9—p, 


L(F5)= (++ +)F= 2 (1+2nT), 


M(F,)= 2k — 2ke-2i9. 
Donc, à l'infini L(F) et M (F) tendent vers les expressions 
L(F)=g+p—2k(1+21n +) ; 
M (F)=q—p—2ke- 29. 


Par suite de la continuité des contraintes, nous aurons sur le 
contour inconnu C: 


L(F)=0, M(F)=0. (48.7) 


Représentons maintenant le domaine élastique dans le plan z 
(c.-à-d. l'extérieur de C) sur l’extérieur du cercle unité y du plan £. 
Supposons alors que le point infiniment éloigné du plan z passe 
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au point infiniment éloigné du plan €. La fonction de représentation 
«© (£) aura alors la structure 
2 (0) = cc + g(é), 


où c est une constante positive réelle et g (£) une fonction analytique 
en dehors du cercle y; on peut alors poser g (œ0) = 0. 

La fonction de représentation peut être décrite par la série de 
Laurent 


LO=t+X (48.8) 
n=1 


où les coefficients a, sont réels par suite de la symétrie du contour 
C par rapport à l’axe des x. 
Introduisons les notations 


D (8) = D, lo (9), Y (9 = Flo (b]. 
Les formules (48.5) se réduisent alors à la forme: 


L(F)=4Re® (C), 
M(P=2[$9-0 o+% 0]. 


Compte tenu du comportement de L (F) et M (F) à l'infini ainsi 
que des conditions (48.7) sur le contour y, on en vient aux conditions 
suivantes pour définir les fonctions ® (£), Y (£), w (£): 


(48.9) 


0 sur Y, 
Re af Ltimé init) pour £-> 00, (48.10) 
o F2 D , 
2220 o+vo] 
0 sur +, 
{goes qu=arg &, pourt-rc. (18-11) 


Conformément aux conditions (48.10), la fonction ® (£) présente 
la structure 
D(D = —kIME+h(), (48.12) 
où h (£) est une fonction analytique en dehors du cercle unité y 
et qui est limitée à l'infini; sa partie réelle étant nulle sur y, k (©) 
sera donc partout nécessairement nulle. Confrontant alors (48.12) 
avec la condition à l'infini, on aboutit à l’exigence 


p+g—4k(5+in £)=0, 
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d'où il découle que 


c—aexp (Hs). (48.13) 


Ensuite, pour & —co, on a w (6) = c&. w” (6) = c. Portant 
ces valeurs dans la condition (48.11), on obtient que pour & —+ 


2 [x £ + @]=a-p-2re-sie, 


Etant donné que 2k£/6 = 2ke-tim, il y aura alors à l'infini 


FO=TE. (48.14) 
Par hypothèse, on a sur le cercle unité y: 
__v® k 
W (8) = SO T° (48.15) 


Vu que & =+ sur le cercle unité, on aura sur y: 
© O=r+ D an". 
n=1{ 


Par conséquent, la condition (48.15) peut ètre représentée sous 
la forme 


£+> ant" = +0 (6) Y (LE. (48.16) 
n=1 


Le deuxième membre est une fonction qui est analytique en 
dehors du cercle unité, sauf en un point infiniment éloigné où 
l’on trouve un pôle de premier ordre, car pour & — © on a: 


Lo) Y(Di=nt, = IE. (48.17) 


Pour définir les facteurs de décomposition a, formons le produit 
de l'égalité (48.16) par &-"-1 (m = 1, 2, 3, . . .)et intégrons suivant. 
le contour du cercle unité: 


24 Salem ([L “si 
[+2 et Jen a {Te OYEOE] End. 
Le théorème des résidus de Cauchy nous donne : 


{CE D ant] tom at = Zion. 
Ÿ 


D'autre part, la quantité «w’(£) W (£) £-" est une fonction 
analytique sur tout le plan en dehors de y; donc, l'intégrale prise 


n= 


2% DÉFORMATION PLANE (CH. V 


sur y doit être égale à l'intégrale prise sur le cercle de grand rayon, 
c'est pourquoi 


mr | +0 OO". 


1e1=00 
Calculant cette intégrale, on trouve que 
xc pour m—, 
* = pour m> Â. 
Ainsi, 
w(£) =c (e++) ; (48.18) 
Comme on le sait, cette fonction représente l'extérieur d’une 


ellipse et la frontière C sera donc elliptique (fig. 141). Calculant 
conformément à (48.15) la fonc- 


ÿ tion W sur le contour du cer- 
cle unité, on obtient : 
k1 2 
FES y (£)= — _ e 
SQ 


Pour x — “ la contrain- 


TIR te Tmax Sera égale à k à l'in- 
| I MI æ fini et l’ensemble du plan 
sera dans un état plastique. 
Il convient donc de considé- 
rer que x << 1 ; les pôles de Y 
se trouveront alors à l’intérieur 
de y et W (£) sera réellement 
régulière en dehors de #. 
L'équation de l’ellipse C 


2, est de la forme 
€ 23k z? y3 
x += = 1 
c(1+%) ct (1—x)° 
Fig. 141 


La solution est possible si 
la zone plastique entoure 
complècement l'ouverture. Cette condition est vérifiée pour 

cf—%x)>a. 

Il en découle qu’il n’y a pas de grande différence entre les con- 
traintes p et q à l'infini. Dans le domaine élastique, les contraintes 
sont calculées d’après les potentiels trouvés O et W. Renvoyant 
le lecteur à l’article de L. Galine, présentant une analyse détaillée 
du problème. citons quelques résultats des calculs du champ des 
contraintes pour le cas p — 2,4k et q — 3,0k. Les demi-axes 
de l’ellipse y seront respectivement égaux à 3, O4a et à 1 .64a. Le 


9.] ÉCOULEMENT PLASTIQUE PERMANENT 225 


long des axes des x, y, les courbes de distribution de l'intensité 
des contraintes tangentielles sont tracées en lignes pleines (fig. 141). 
Le cercle de rayon 2,72a, qui est la ligne de partage dans le problème 
élasto-plastique à symétrie axiale (pour p = q — 3k), est montré 
en pointillé à titre de comparaison; la distribution de l’intensité 
des contraintes tangentielles le long du rayon vecteur est tracée 
également en pointillé. 


3. Considérations finales. Dans la solution exposée ci-dessus, on utilise 
largement la propriété de biharmonie de la fonction des contraintes dans la 
zone plastique confinant à l'ouverture circulaire. Pour certaines conditions 
supplémentaires, la solution de L. Galine est généralisée pour le cas du milieu 
plastique non homogène (A. Kouznetsov) et pour celui du champ thermique 
non uniforme (V. Fomine). La méthode de solution approchée des problèmes 
élasto-plastiques pour le plan à fente a été développée par P. Perline dans 
l'énoncé inverse (pour une zone plastique donnée). Les méthodes de la théorie 
des fonctions de la variable complexe sont appliquées également dans les publi- 
cations récentes de G. Tchérépanov; on notera par ailleurs que la condition 
de biharmonie de F, n'y est pas utilisée. 


49. ÉCOULEMENT PLASTIQUE PERMANENT. 
ÉTIRAGE D'UNE BANDE 


1. Ecoulement plastique permanent. Dans les paragraphes précé- 
dents (40 à 47), on a envisagé les problèmes relatifs à l'évaluation 
de la portance, qui sont liés aux problèmes de la résistance des 
constructions. On a pu de la sorte se borner à l’étude des petites 
déformations. 

Un autre domaine important de l’application de la théorie de 
la plasticité est celui qui se rapporte à l’analyse des processus techno- 
logiques continus de traitement des métaux par pression (laminage, 
étirage, extrusion, usinage. etc.) qui sont d’un usage courant dans 
l’industrie. Les faits les plus intéressants y sont la prévision de 
forces nécessaires à la réalisation du processus de traitement donné 
et l'analyse des déformations connexes. Il est naturel de supposer 
que, dans les problèmes de ce type, les contraintes et les vitesses 
restent invariables en chaque point fixe de l’espace. 

En guise d'exemple, nous envisagerons l’étirage d’une bande 
(fig. 142). Cette dernière, d'épaisseur initiale /J, est tirée à une 
vitesse constante U à travers une fente rigide de plus en plus étroite 
(matrice) ; par suite des déformations plastiques subies par la bande 
lorsqu'elle passe à travers la fente, son épaisseur diminue jusqu’à 
la valeur » et sa longueur augmente en conséquence ; la partie de la 
bande qui se trouve à gauche de la matrice se déplace à une vitesse 
constante V << U. Les champs de vitesses et de contraintes ne chan- 
gent pas avec le temps (sont stationnaires) ; enfin, on peut considérer 


les parties de la bande éloignées de la matrice comme non déforma- 
bles. 


15—-0653 
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Un exemple de pressage (ou refoulement) d’une feuille d’un 
container passant par une fente (matrice) est montré sur la figu- 
re 143, a. À la différence du cas précédent, l’effort (pression) y sera 


appliqué à la partie large de la feuille. Une feuille de métal d'épais- 
seur k s'écoule de la fente. Les zones de déformation plastique sont 
hachurées sur la figure 143, a. 

Le phénomène de pressage présente de nombreuses variétés. 
Un exemple de pressage inverse (poinçonnage) est montré sur la 


d) 
Fig. 143 


figure 143, b. Il réside en ce qu'un outil rigide (poinçon) ‘enfonce 
dans le métal qui se trouve dans un container. Le métal s'écoule 
alors vers le haut de part et d’autre du poinçon. PR 

Le laminage, couramment utilisé dans diverses modifications, 
présente une grande importance. La variante la plus simple du lami- 
nage est montrée sur la figure 143, c. Les cylindres tournant en sens 
inverse entraînent une feuille d'épaisseur H et l’aplatissent jusqu'à 
l'épaisseur k. 

On peut également considérer les différents procédés d'usinage 
(tournage, rabotage, perçage, etc.) comme un écoulement plastique 
permanent. Le schéma du traitement d’une surface plane est montré 
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sur la figure 143, d. Le copeau d'une épaisseur 6 se déplace suivant 
la face d'attaque de l'outil. La zone de déformation plastique (hachu- 
rée sur le dessin) est localisée au voisinage immédiat de l’arête 
tranchante de l'outil. Dans toutes les autres parties de la pièce et 
du copeau on peut considérer le métal comme rigide. 


L'analyse des différents procédés technologiques, fondée sur les solutions 
du problème plan, occupe une place importante dans les monographies de 
R. Hill [47]. V. Sokolovski {#], W. Prager [%], ainsi que dans de nombreux 
articles publiés dans les revues périodiques. 

Les problèmes de l'écoulement plastique permanent sont étroitement liés 
aux particularités des procédés technologiques et doivent faire l’objet d’un 
examen spécial. Notons que les méthodes approchées (unidimensionnelles) 
du calcul des phénomènes continus ont reçu un développement considérable. 
Nous mentionnerons ici les livres de Hoffmann et Sachs LE et de A. Tomlionov 
[5°], consacrés au calcul des différents procédés technologiques relatifs au trai- 
tement des métaux par pression. On peut y trouver aussi des références biblio- 
graphiques complémentaires. 


Revenant au cas général, nous notcrons que le domaine, occupé 
par le milieu, se divise en zones rigide et plastique ; le schéma du 
corps rigide-plastique est parfaitement applicable puisque les défor- 
mations plastiques sont grandes. Les grandes déformations sont 
liées au développement de l’écrouissage; cependant, on part en 
général du schéma d'écoulement parfait en prenant une valeur 
moyenne quelconque pour la constante k. Il y a une bonne concordance 
entre les résultats expérimentaux et théoriques pour les procédés 
de traitement des métaux à froid lorsque l’écrouissage est négli- 
geable, et la différence maximale entre les efforts calculés et expéri- 
mentaux est de 10 %. 

Dans les procédés de traitement des métaux à chaud, les variations 
de température exercent une grande influence et les données expéri- 
mentales peuvent différer ici notablement de celles théoriques. 

Dans la plupart des problèmes téchnologiques de l'écoulement 
plastique permanent on a affaire aux conditions de contact aux 
limites. Il est généralement difficile de deviner la distribution de la 
pression sur les lignes de contact. On n’y parvient que dans les 
cas les plus simples (en particulier, quand les lignes de contact avec 
l’outil sont des droites). En général, on doit d’ailleurs envisager 
conjointement les équations pour les contraintes et les vitesses 
(cf. paragraphe 51). 

e problème portant sur l’étirage d'une bande passant par une 
matrice conique lisse est examiné plus bas ; la méthode semi-inverse 
s'avère ici efficace. 

2. Etirage d’une bande. La bande (d'épaisseur initiale H) est 
tirée à une vitesse U à travers une ouverture (une matrice) rigide 
et lisse rétrécissante. La bande éprouvera alors une déformation 
plastique dans le domaine contigu à la matrice, et l'épaisseur de 
la bande décroîtra jusqu'à la valeur k. L’angle entre les plans de la 


15° 
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fente est égal à 2y (fig. 142). A une certaine distance de la fente, les 
parties de la bande se déplacent à la manière d’un solide aux vitesses 
U et V. Par suite de l’incompressibilité du matériau la vitesse 
v= uv. 

Pour des raisons de simplicité on néglige le frottement (il est 
facile de tenir compte de la force de frottement constante) et la 
contrainte de contact sera donc normale à AB. Admettons que la 
pression uniforme p agit le long de AB et montrons que toutes les 
conditions seront alors satisfaites. 

Le triangle ABC est alors le domaine de l’état de contrainte 
homogène; raccordons les champs centrés ACD et BCE Île long 
de AC et BC, les angles @ et étant encore inconnus. L'état de 
contrainte dans ces domaines dépend de la pression cherchée p. 
Pour le quadrilatère CDOE, on a le problème caractéristique initial 
selon les données sur les lignes de glissement CD et CE. Pour des 
raisons de symétrie, le point O se trouve sur la ligne axiale de la 
bande, tandis que les lignes de glissement coupent l'axe sous un 
angle de 45°. Ces conditions déterminent les valeurs des angles , . 
En particulier, il découle de la deuxième condition que 


V=Y—9. (49.1) 


En effet, dans le triangle ABC on a 6 — — + y, quant à la 


valeur de la pression moyenne, on la désigne par 0’; les paramètres 
L : . o° Es 
E, n sont constants et égaux respectivement à E’ — RTT + Y, 


n =-—7—7#7Y Ensuite, dans le domaine ADC, on a n — 
= const —n’; le long de AD on a 8 — —7— y — y,et la pression 


moyenne est constante; désignons-la par o”. Comparant la valeur 
correspondante de n à la valeur de n°” écrite ci-dessus, on trouve 
6” _o” o” ELA ; 
Z=%x 9% Il y aura E, = +9 + EL à + au point D. 
De manière analogue, pour le domaine BCE, on a E — const = E£’, 


sur BE la pression moyenne est 7 F + 1 et la valeur du para- 


%Œ — 
mètre n au point £ sera égale à Dem + E-v +. 


Finalement, au point O on a 0 — + et la pression inconnue est 


désignée par ©,. Les valeurs correspondantes des paramètres £, n 


en © seront E, — n+e No = DT. Mais le long de ADO 
E — const et le long de BEO n — const, par conséquent, E, — 


= Ep, No — Nr, d'où découle immédiatement la relation (49.1). 
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Dans n'importe quelle section de la bande, à droite de BOB, 
la somme des composantes horizontales de la contrainte est égale 
à un effort d’étirage inconnu P ; à gauche de AO’, cette somme 
est égale à zéro, car la partie gauche de la bande ne subit pas l’action 
des forces extérieures. Il est aisé de voir que 


P = p(H —h). 


On trouve la pression cherchée p et un des angles (q par exemple) 
d’après les conditions suivant lesquelles la somme des composantes 
horizontales des contraintes est nulle suivant la section AO’ 
et le point © se trouve sur la ligne 
axiale. Cela nécessite des calculs nu- P_ 
mériques, car la solution pour le qua- 2kh 
drilatère ODCE est obtenue par inté- 
gration numérique. Les résultats des 
calculs pour divers angles y et rap- 


h sue , 
ports sont cités dans l’ouvrage de 


Hill et Tupper. Une des relations 
construites (pour y — 15°) est mon- 
trée sur la figure 144; l'effort d'’éti- 
rage croît à mesure que l’on augmente 
la compression de la bande. 

Montrons maintenant que le champ : 
des vitesses s'accorde avec le champ Fig. 144 
des contraintes envisagé. Les vitesses 
des parties rigides étant données, les composantes normales de la 
vitesse seront continues et, donc, connues le long de ADO et BEO. 
D'après ces données. on détermine sur DO et EO le champ des vites- 
ses dans le quadrilatère ODCE. Ensuite, on trouve les vitesses 
dans les champs centrés et enfin dans le triangle ABC. Les compo- 
santes normales de la vitesse sont évidemment constantes le long 
des droites AD et BE; alors, conformément à (38.7), les compo- 
santes de la vitesse w et v sont constantes le long de chaque 
droite de glissement dans les champs centrés et uw et v sont 
donc constantes sur AC et BC, mais alors en vertu de (38.6), 
les vitesses # et v sont constantes partout dans le triangle 
ABC. 

Les équations du champ des vitesses sont fondées sur la condi- 
tion d’incompressibilité; grâce à la relation VH — Uh entre les 
vitesses des parties droite et gauche de la bande, le courant de la 
masse passant par ADO est égal au courant passant par BEO et, 
par suite, le courant passant par AB doit être nul. La vitesse étant 
constante dans le triangle ABC, elle est dirigée le long de la ligne 
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de contact AB (!), ce qui est une condition nécessaire de la régularité 
du champ des vitesses. 

Notons que la composante tangentielle de la vitesse est discon- 
tinue le long des lignes de glissement ADO et BEO. 

La solution trouvée est valable si, pour chaque y, la compression 


relative F n'excède pas une certaine valeur. Comme le montre 


clairement l’image géométrique, on aura un maximum pour = O, 


Fig. 145 Fig. 146 


quand le quadrilatère ODCE dégénère en un point O (fig. 145). 
Dans ce cas la solution est élémentaire et 
P__2({+%)siny 
2kh  1+2siny 
La déformation du réseau initialement carré, calculée pour q = 0, 
y = 15°, LE 0,66 d'après le champ des vitesses déterminé, est 
montrée sur la figure 146. La grandeur 24h est égale à la charge 
limite pour la traction uniaxiale d’une bande lisse de largeur k. 
L'étirage est réalisable si P << 2kh (sinon une rupture se produira 
dans la partie droite de la bande), d’où y sin y < 5 , C.-à-d. y < 
< 42°27 = y. 
Notons que nous avons pour le champ représenté sur la figure 145 
la relation suivante: 
k 1 
HT 1+2sny" 


5 .. J LS : : ° 
Si y <<}, mais 7 excède la valeur citée, la construction envisagée 


dans ce paragraphe est impossible ; dans ce cas, la solution aura une 
autre forme. 


(t) On peut ne pas supposer que la pression est uniforme; on voit aisément 
que la condition pour la vitesse sur AB n'est vérifiée que pour des lignes AC 
et BC rectilignes, mais alors la pression sur AB sera constante. 
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97 50. ÉCOULEMENT PLASTIQUE TRANSITOIRE 
À SIMILITUDE GÉOMÉTRIQUE. ENFONCEMENT DU COIN 


1. Ecoulement plastique transitoire à similitude géométrique. 
A la suite des travaux de Hill, Lee et Tupper [*7: 17], nous envisage- 
rons une classe de problèmes relatifs à l'écoulement plastique tran- 
sitoire, se prêtant à une analyse relativement simple. Il s’agit de 
problèmes dans lesquels le domaine plastique se transforme de sorte 
que sa configuration conserve tout le temps une similitude géomé- 
trique à une position initiale quelconque. Les exemples les plus 
simples sont les problèmes de la dilatation des cavités cylindrique 
et sphérique dans un espace illimité, les dimensions initiales des 
orifices étant nulles: on donne ci-dessous la solution du problème 
sur l’enfoncement du coin. 

Dans les problèmes de ce type, la déformation commence par un 
point ou par une ligne et le milieu n'est pas limité ne fût-ce que 
dans une seule direction. 

2. Enfoncement d’un coin dur. Envisageons le problème de l’enfon- 
cement d’un coin dur (indéformable) symétrique dont l’angle d’ouver- 
ture est de 2y dans le milieu rigide-plastique limité par un plan. 
Le frottement à la surface de contact est absent (la surface est graissée). 


Domaine 
plastique 


Domaine rigide 


Fig. 447 


Le milieu est refoulé de part et d'autre du coin lorsque celui-ci 
s'enfonce dans ce milieu, l’image de la déformation ayant l'aspect 
qui est schématiquement montré sur la figure 147. Le domaine 
hachuré ABC se trouve dans l’état plastique. Avec une approxima- 
tion satisfaisante la ligne frontière AC est confondue avec une droite. 
Le champ de glissement peut être alors construit comme suit (fig. 148), 
Supposons que le long de AB la pression de contact p est constante : 
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alors, comme le montrera clairement l’analyse ultérieure, toutes les 
conditions du problème seront satisfaites. Dans les triangles ABD 
et AEC, on aura alors un état de contrainte homogène. Désignons 
par h la profondeur de pénétration OB, par ! la longueur de la généra- 
trice AC (qui est égale à AB en vertu de l'égalité des triangles ABD 


Fig. 148 


et ACE); la pression p et la longueur Z sont des inconnues. Les 
domaines de l’état de contrainte homogène sont réunis par le champ 
centré ADE dont l'angle d'ouverture est . 


Dans le triangle ABD on a 6 — _ — y, et la pression moyenne 


sera désignée par ©’ ; le paramètre E y sera constant et égal à £’ — 
=5—-r+ Dans le triangle ACE on a 6 — Tv + 9, 
o — —k et le paramètre E est constant et égal à E” — — _. — T + 
+ y — +. Dans l’ensemble du domaine plastique E = const, par 


conséquent, £’ — £”, d’où l’on obtient: 
og" = —k (1 + 29). (50.1) 
La ligne AC forme l’angle y — œ avec l’axe horizontal ; conformément 
au dessin 
L'cos y — hk = L'sin (y — p). (50.2) 
Ici, y, k sont des grandeurs données, la dernière relation établit 
donc une liaison entre / et @. Finalement, en vertu de l’incompressi- 
bilité du milieu, les aires des triangles OBG et ACG sont égales, 
c.-à-d. 
R° tg y — (L cos y — h) [ cos (y — q) + (L cos y — h) tg yl. (50.3) 
Eliminant l//h entre les équations (50.2) et (50.3) et opérant des 
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simplifications, on obtient la relation 


2y = p + arc cos tg (5-+ 
déterminant q. 
La pression p étant l’une des contraintes principales, elle sera 


donc égale à ©’ —#k (paragraphe 31), c.-à-d. 
p = —2k(1 + gp). (50.4) 


Dans la direction de l’axe des z, l'effort complet rapporté à l'unité 
de longueur du coin est égal à 


P = 2pisiny 


et représente la fonction de l’angle y et de la profondeur de péné- 
tration k. La variation de p en fonction 
de y est montrée sur la figure 149. 2 
Passons à l’analyse du champ des 2k 
vitesses. Il est connu (paragraphe 38) que >; 
la vitesse v est constante le long de cha- ? 
cune des droites B; mais la composante 
normale de la vitesse étant nulle sur la 20 
ligne de partage BDEC (la zone rigide 
du milieu est au repos), on aura v = 0 
partout dans le domaine plastique. L’au- 
tre composante de la vitesse est u — 
—c+wb(p) dans le champ centré et = 
— u (B) dans les triangles de l’état de 60° YF 
contrainte homogène ; il est évident que 
la vitesse u est constante sur chacune 
des lignes & (constituées de segments de 
droites et d’arcs circulaires). Soit V la vitesse de pénétration du 
coin; projetant alors les vitesses V et u sur la normale à la ligne 


de contact AB, on trouve u — V2V sin y, c.-à-d. que la compo- 
sante de la vitesse z est constante en chaque point du domaine 
plastique. Vu que v— 0, le module du vecteur vitesse est constant 
et égal à Y 2 V sin y. 

Il est difficile de définir directement la trajectoire d’une particule 
du milieu d’après le champ des vitesses trouvé, car ce dernier n'est 
pas fixe (à la différence du cas de l'écoulement permanent) et il 
faut tenir compte de la dilatation continue du domaine plastique et 
de la variation du champ des vitesses qui en découle. 

Cette difficulté est surmontée à l’aide d’une transformation 
assez simple utilisant la condition de dilatation similaire du domaine 
plastique. 

Soit r le rayon vecteur d’une particule M quelconque par rapport 
à l’origine des coordonnées © pour une profondeur de pénétration k. 
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Envisageons le plan Il* sur lequel à un certain point M correspond 
le point M* qui est défini par le rayon vecteur 


r=ir. (50.5) 


Vu la condition de similitude, le domaine de la déformation 
plastique sur le plan I* ne varie pas avec l'accroissement de À 
et la profondeur de pénétration du coin reste toujours égale à l’unité. 
Pour cette raison l’image fixée sur le plan IL* est appelée diagramme 
unitaire (fig. 150). Avec l'introduction du coin dans le milieu la 


P \ 


‘Fig. 150 


particule M subit un certain déplacement. L'ensemble de la situation 
étant déterminé par la profondeur croissante k de la pénétration, 
on peut considérer cette profondeur comme un « temps ». La « vites- 
ë ° s dr 
se» du point M sera alors égale à v = FH ° 
Le mouvement de la particule M dans le plan physique implique 
le déplacement du point figuratif M* sur le diagramme unitaire 


à la vitesse u* — D. Par exemple, si dans le plan physique la 
particule M est immobile (+ = const), alors sur le diagramme 


unitaire r* décroît de façon inversement proportionnelle à . 
La dérivation de (50.5) par rapport au « temps » À donne 


D — (rt —v). (50.6) 


Ainsi. la vitesse du point M* est dirigée du point M* vers le point 
dont le rayon vecteur est v et que nous conviendrons d'appeler le 
foyer. La valeur de la vitesse v* est déterminée par le rapport de 
la distance entre le point figuratif M* et le foyer (« distance focale ») 
à la profondeur de pénétration À. 
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Comme nous l’avons déjà noté, dans le problème en question 


le vecteur vitesse a une longueur constante de Y 2V sin y. Par la 
suite, pour des raisons de simplicité nous considérons que V — 1; 
si V1, les résultats définitifs changeront de façon proportionnelle. 
Les foyers se trouveront alors sur un cercle de rayon V2 sin y centré 
en O*. La direction du vecteur vitesse w variant très peu, de la 
direction B*D* dans le triangle A*B*D* à la direction E*C* dans 
le triangle A*C*E*, on obtient sur le diagramme unitaire un arc 
de cercle F;,F, avec les rayons O*F, et O*F, parallèles à E*C* 


et B*D* respectivement. Le segment O*F,, égal à V2 sin y, fait 


un angle de _ avec la ligne A*B*. 


Examinons l’image de la trajectoire de la particule M sur le 
diagramme unitaire. Tant que la ligne de partage BDEC qui s’avance 
n'aura pas atteint M, la vitesse v — 0 et. conformément à (50.6), le 
point figuratif M* se déplace en ligne droite vers le centre O* jusqu’à 
l'intersection avec la frontière B*D*E*C*. Le caractère du mouve- 
ment ultérieur du point figuratif dépend de la position du point 
d’intersection de cette frontière. Il convient de distinguer trois cas. 

Dans le premier cas (ligne JZ en pointillé), l'intersection affecte 
un secteur de la frontière E*C* ; la vitesse w étant constante dans 
le domaine ECA, le point figuratif dans E*C*A* se déplace suivant 
une droite vers le foyer F, jusqu’à l’intersection de la ligne A*E*. 
Dans le secteur A*E*D*, la vitesse v est variable, le foyer se déplace 
suivant l’arc de cercle de F, à F, et la trajectoire s’infléchit. Après 
avoir traversé la ligne A*D*, le point figuratif se déplace de nouveau 
suivant une droite mais cette fois vers le foyer F2. 

Dans le deuxième cas (ligne ZI), c’est l’arc de cercle D*E* qui 
est coupé; dans le secteur A*E*D* la trajectoire s’infléchit ; après 
avoir franchi la ligne A*D* le point figuratif se déplace suivant 
une droite vers le foyer F.. 

Enfin, dans le troisième cas (ligne ZIT) où on traverse le secteur 
B*D*, nous avons un mouvement simple dirigé suivant une droite 
vers le foyer F.. 

Dans le triangle D*B*F,, le matériau, qui occupait tout d’abord 
le domaine B*D*O*, se déplace dans la direction de O*F.. De 
manière analogue, dans le triangle A*E*C* le matériau, qui se 
trouvait initialement dans le triangle G*E*C*. se déplace dans 
la direction de O*F, (notons que 4*G* || O*F,). Dans ces domaines 
il se produit la déformation de cisaillement pur, parallèle à B*D* 
et à E*C* respectivement. 

Le matériau occupant au début le domaine E*D*O*G* subit 
une déformation complexe et passe dans le quadrilatère E*D*A*F.. 
La déformation d’un réseau initialement carré peut être calculée 
à l’aide du diagramme unitaire. Il faut pour cela trouver la position 
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finale (pour une profondeur de pénétration ») d’un angle initialement 
droit caractérisé dans l’état initial par le rayon vecteur r,. Soit 


Fig. 151 
ho << h une certaine valeur pour laquelle la frontière de la zone plasti- 


que atteint le point »,; le point figuratif correspondant MY sera 


défini par le rayon vecteur r? — Lrs Soient s la distance parcourue 
0 


Fig. 152 


à partir du point M$ le long de la trajectoire lorsque le coin atteint 
la profondeur k et F (s) la distance focale; alors d'après (50.6) 


étant donné que la valeur de la vitesse du point figuratif est égale 
ds 


dh° 
La relation obtenue définit s comme la fonction de k et. par 
conséquent, le rayon vecteur de la particule M est égal à r=hr*. 


à 
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Dans les triangles D*B*F, et A*C*E*, l'intégrale est facile à cal- 
culer, car on y a F (s) — d — s, où d est la distance respective entre 
le point MY et les foyers F,. F;; ici 


Hs 
ho d—s ° 


Dans le quadrilatère E*D*O*G*, 
on trouve l'intégrale par des méthodes 
numériques. La déformation d’un 
réseau initialement carré, calculée 
pour y — 30°. est montrée sur la 
figure 151; on y voit bien les trois 
zones de déformation envisagées plus 
haut. On peut les distinguer égale- 
ment sur la photo (fig. 152) d’un réseau 7% 
déformé que l’on obtient en enfonçant 
un coin d’acier graissé dans du plomb. Fig. 153 
Les points expérimentaux confirment 
la relation théorique (ligne pleine de la figure 153) entre le para- 
kh 
P 


D'autres problèmes de l'écoulement transitoire à similitude géométrique 
(pénétration en biais d'un coin dur, écrasement d’un coin plastique par un 
plan rigide, enfoncement d'un poinçon arrondi, etc.) ont été étudiés par Hill 
et d'autres auteurs [#7]. 


Xh 
D 


CN Où À © À NN 


10 20 5 7 


mètre de pénétration — et l’angle . 


k-51. SUR LA CONSTRUCTION DES CHAMPS DE CONTRAINTES 
ET DE VITESSES HARMONISÉS 


1. Sur la méthode semi-inverse. La méthode semi-inverse a été 
appliquée plus haut pour résoudre les problèmes rigides-plastiques. 
On a défini au début le champ de contraintes en devinant les condi- 
tions aux limites manquantes pour les contraintes. L'application 
de ce shéma pour les problèmes de contact est en général difficile. 
Un tel choix est néanmoins réalisable si les lignes de contact sont 
des droites et si l’on pose des conditions simples sur ces dernières 
(absence de frottement ou contrainte tangentielle constante). 

Des exemples de tels problèmes de contact sont cités dans le 
paragraphe 45 (enfoncement d’un poinçon plat pour une pression 
considérée comme constante), le paragraphe 47 (étreinte d’une couche 
entre deux plaques ; on considère que la pression est constante sur 
le secteur OB, fig. 134) et le paragraphe 49 (problème relatif à l’étirage 
d'une bande; la pression est supposée constante sur la surface de 
l'outil). 

La méthode semi-inverse est inefficace si le contact s’exerce le 
long d’une ligne courbe, car il est pratiquement impossible de prédire 
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exactement la distribution des contraintes de contact. On peut 
parfois calculer ces contraintes en résolvant le problème mixte. 
En général, on utilisera le procédé de la construction conjointe 
des champs de contraintes et de vitesses, qui est indiqué dans les 
ouvrages de B. Drouianov [?7] et V. Sokolovski [10]. 

2. Construction des champs de contraintes et de vitesses harmonisés. 
On suppose que, sur le plan physique z, y, on peut indiquer la 
structure du champ de glissement ; à cette dernière répond une cer- 
taine image sur le plan des caractéristiques E, 1. On construit tout 
d’abord le champ de vitesses. Les composantes de la vitesse u et v 
satisfont aux équations (38.10) 


P—gv=0, R—qu—0. (51.1) 


Les lignes qui séparent le domaine plastique des domaines rigides 
sont des caractéristiques. Les vitesses de mouvement des parties 
rigides étant données, et la pente de la normale à la ligne de partage 


étant calculée à l'aide de 8 — a (n —E), on connaîtra les compo- 


santes normales de la vitesse (4 ou v) le long de la ligne de partage. 
Bien que le réseau des lignes de glissement ne soit pas connu sur le 
plan physique x, y, on peut, sur la base des données indiquées. 
trouver les fonctions u = u (£, n), v = v(£. n). Les conditions 
aux limites pour les vitesses sur la ligne de contact seront alors 
redondantes et permettront de trouver sur le plan £, n l’image de la 
ligne de contact. Connaissant x et y le long de cette ligne, on connaît 


donc également les « coordonnées » x, y (cf. paragraphe 33). 
Pour x, y, nous avons les équations différentielles (33.3) 


HT z=0, Sr 0. (51.2) 

Connaissant les valeurs limites x, y le long de l’image de la 
ligne de contact on peut en fin de compte trouver les fonctions 
z, y et, par conséquent x. y, c.-à-d. le réseau des lignes de glisse- 
ment sur le plan physique. 

En guise d'exemple, envisageons le schéma de la solution du 
problème sur l’enfoncement d’un poinçon convexe lisse dans une 
couche plastique qui se trouve sur un soubassement lisse [15°]. On 
négligera le flambage de la surface de la couche au voisinage du 
poinçon. Celui-ci pénètre dans le matériau à la vitesse V ; les domaines 
latéraux rigides s’écartent à la vitesse U. La construction proposée 
du champ de glissement est montrée sur la figure 154. La représen- 
tation de ce champ sur le plan des caractéristiques £, n est donnée 
sur la figure 155. 

Le long de la ligne de partage 04,B,C (ou OA,B;C”) la compo- 
sante normale de la vitesse est continue et on la calcule moyennant 
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U et l’angle 6 — - (n — £). Ainsi, le long du segment de la caracté- 


ristique OA,5BoCo (ou OA,B;C,;) la composante de la vitesse u (ou &) 
est connue. En résolvant successivement les problèmes caractéristi- 
ques pour les équations (51.1), on trouve u = u (£, n), v = v (£, n) 
dans le domaine OC,C:B:C;C;O (fig. 155). 


Fig. 154 Fig. 155 


Le long de la ligne de contact C’C, la composante normale deila 
vitesse est égale à v, — —V sin œ ov 


u — v = Vsin . (51.3) 


Mais la contrainte tangentielle étant nulle sur la ligne de contact, 
les lignes de glissement s'approchent du contour sous des angles 
de + et = 0 — Lx = + (n — E) — in. La condition (51.3) 
définit alors, sur le plan caractéristique, la représentation de la 
ligne de contact par la courbe C;B.C, ; les points C’ et C se reflètent 
sur les segments C;C; et CC. Les équations de la ligne de contact 
z=2x(p), y = y(q)_étant données, on peut calculer les valeurs 
limites des fonctions x, y (cf paragraphe 33) le long de CC;B:C1Co. 
Dans le domaine C;4,C;, les fonctions x. y sont définies par la solu- 
tion du problème de Cauchy d’après les données sur l’arc C;B,C;. Pour 
les autres domaines nous aurons les problèmes caractéristiques. 

Il convient de noter que l’on ne pourra trouver la solution que 
dans le domaine 04,B,CB,4,0 ayant recours aux conditions sur l'axe 
de symétrie Oy. Les problèmes aux limites pour les équations (51.1) 
et (51.2) peuvent être résolus par différents procédés. La plus simple 
sera la méthode des différences finies de Massot. Les fonctions u. v; 


z, y satisfont à l'équation des télégraphistes. La solution analytique 
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des problèmes aux limites correspondants peut être obtenue égale- 
ment à l’aide de la formule de Riemann. 

Pour ce qui est des détails des calculs, le lecteur pourra les trouver 
dans les ouvrages cités plus haut. 


Exercices du chapitre V 


1. Soit n = const — n, dans un domaine quelconque (état de contrainte 
simple); une des familles des lignes de glissement est la famille des lignes 
droites. Trouver l'équation de la deuxième famille des lignes de glissement 
(en tant que famille des lignes orthogonales). 

2. Ecrire les formules nécessaires pour calculer les champs de glissement 
et de vitesses en prenant la pente de la corde selon la valeur de 0 au point 
d'origine. 

3. Trouver la charge limite pour le coin symétrique (2y) à sommet tronqué, 
soumis à une pression uniforme sur l'élément de cisaillement (« écrasement du 
tranchant obtus »). 


à ñ 
Réponse. pa — 2k (4 +5 —v). 


4. Trouver le moment fléchissant limite pour une bande affaiblie par des 
fentes angulaires disposées symétriquement (paragraphe 42,4), pour le champ 
du premier type. : 


Réponse. M, = M9 (1+5—%). 


5. Trouver la charge limite à la flexion pour une console cunéiforme courte 
sollicitée par une force (paragraphe 43,4); on se bornera à examiner le champ 
de glissement du premier type. 

6. Déduire la formule (41.2) pour la charge limite à la traction d'une bande 
à fentes angulaires. 

7. Déduire la formule (41.5). 

8. Trouver la charge limite pour une bande tendue munie de rainures 
angulaires profondes à base circulaire, ménagées symétriquement. 

| 9. Trouver la charge limite pour une bande tendue munie de fentes rectan- 
aires. 
a 10. Construire dans le problème sur la compression d’une couche un réseau 
de glissement dans le domaine ABCB' (fig. 134) après avoir divisé l'arc 4B 
en un petit nombre (4 à 5) de parties. 

11. Calculer le champ de glissement dans le problème de l’étirage d’une 
bande pour le cas 1 + = 0,2, y = 15°. Diviser les arcs circulaires DC et 
CE en un petit nombre (3 à 5) de parties. 

12. Trouver la charge limite à la flexion d’une console limitée par des 
arcs de cercles de rayon À (fig. 123) pour le champ de glissement de deuxiè- 
me type. 

13. Idem, mais à condition que l'une des faces de la console soit rectiligne. 

14. Trouver la charge limite à la flexion d’une console (fig. 118) sollicitée 
par une pression uniformément répartie sur la face supérieure (les champs seront 
asymétriques par rapport à l'axe des x et analogues aux figures 119, 120). 

15. Touver la charge limite pour un demi-anneau circulaire (0 < q < x), 
fléchi par des forces P qui sont tangentes aux extrémités q = 0, p = x. 


CHAPITRE VI 


ÉTAT DE CONTRAINTE PLAN 


52. ÉQUATIONS DE L'ÉTAT DE CONTRAINTE PLAN 


1. Etat de contrainte plan. Dans ce cas les composantes de la 
contrainte O:. T+:, Ty: (dans le système de coordonnées x, y, 2) 
sont nulles et les composantes 6,, 06,, t;:, Sont indépendantes de la 
coordonnée 2. 

L'état de contrainte plan est réalisé de façon approximative 
dans une plaque mince qui se déforme sous l’action des forces se 
trouvant dans son plan moyen. Com- 
parées aux autres composantes, les 
composantes de la contrainte ©,, T.., 
T,- Sont petites, car les faces latéra- 


les de la plaque z — +S ne sont pas 


chargées et l'épaisseur k de la plaque 
est petite par rapport aux dimensions 
transversales. Pour cette même raison, 
les contraintes 6,, 0, T:, Changent 
peu suivant l’épaisseur de la plaque. 
Par la suite, on désignera par 6,, 6,, Fig. 156 
Ty les valeurs moyennes des compo- 
santes correspondantes de la contrainte, prises sur l'épaisseur, tan- 
dis que les composantes 6., t.:, T,- sont considérées comme nulles. 
Dans ces conditions, les équations différentielles d’équilibre 
de l’élément de la plaque (fig. 156) h dx dy, pour une épaisseur h 
constante et en l’absence de forces de volume, ont la forme: 


00% LL Try 
0x ‘ dy 


Hxy : 00y 
Ôz dy 


=0, —0. (52.1) 


2. Equations de l’état de contrainte plan pour la condition 
d'écoulement de von Mises. Dans le cas envisagé la condition de 
von Mises prend la forme 


Où + 05 — 0x0 + 3Tiy = 05 = 8K7, (52.2) 


15—0653 
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ou bien dans les axes principaux 
0? + 05 — 0102 = O$e 


La constante k est égale à la limite d'écoulement pour un cisail- 
lement pur T.. 
La dernière équation représente dans le plan 0,, 0, une ellipse 


inclinée sous un angle de . vers les axes des coordonnées (fig. 157) 


et découpant sur ces axes des segments 6,4, la valeur des contraintes 
principales ne pouvant être 


supérieure à 7 0, — 2k. Les 


demi-axes de l'ellipse sont res- 
pectivement égaux à V20, et 
V 2x. 

Lorsque les déformations plas- 
tiques sont évoluées, on peut 
négliger les composantes de la 
déformation élastique dans les 
équations de l'écoulement plasti- 
que et partir des relations de 
Saint-Venant — von Mises (13.12) 

Fig. 157 pour le corps rigide-plastique. 

Dans le problème en question, 

on peut écrire ces relations sous la forme (v, et v, étant indé- 
pendants de z): 


dx dr, ° dx dv, 
ôz _- dy __ dy Oz 9 
20x—0y  20y—0Ox  Otey (52.3) 


On a maintenant, conjointement avec les équations d'équilibre 
(52.1) et la condition d'écoulement (52.2), un système de cinq équa- 
tions pour cinq fonctions inconnues Oz. Oy, Ty» Uxs Vye 

3. Equations de l’état de contrainte plan pour la condition d'écou- 
lement de Tresca — Saint-Venant. Les contraintes tangentielles 
maximales se développent sur les différents éléments de surface en 
fonction du signe des contraintes principales 0,1, 6. Si 01, 6, sont 
de signes opposés, la contrainte tangentielle maximale, comme dans 
le cas de la déformation plane, est égale à 


1 1 7 
Tmax 7 | O1 — Os | =T7 V (0: —0o1)2 + 4tas, 


et s'exerce sur les éléments de surface normaux au plan x, y et 
divisant en deux l'angle fait par les axes principaux 06,, 0: 
(fig. 158, a). On aura alors deux familles orthogonales de lignes de 
glissement sur le plan x, y. 
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Si, par contre, 0,, 0. sont du même signe (par exemple 6, >0, 
Ce >>0 avec 61 >>0:), la contrainte tangentielle maximale sera 
égale à 


1 
Tmax = 5 01 
et agira sur les éléments de surface parallèles à l’axe ©, et inclinés 


sous un angle de . vers le plan x, y (fig. 158, b). Les éléments de 


glissement laissent sur ce dernier plan une trace qui représente une 
famille de lignes que nous conviendrons également d'appeler lignes 


Fig. 158 Fig. 159 


de glissement. La direction d'une telle ligne de glissement est con- 
fondue avec la direction principale ©. Par suite de ce qui précède 
la condition d'écoulement de Tresca — Saint-Venant prend la forme 


O1 — Oo = 04 Si 010 KL 0; 


(52.4) 
O1 = HO, OÙ Oo = 0, Si 010, > 0. 
Ces équations représentent sur le plan 0,, 6, un hexagone (cf. ligne 
en pointillé, fig. 157) qui est inscrit dans l'ellipse de von Mises. 
Le problème de la liaison existant entre les vitesses de défor- 
mation et les contraintes pour la condition d'écoulement de Tresca — 
Saint-Venant a été discuté au paragraphe 16. Pour l'état de con- 
trainte plan, on a 6, — 6, — 0; la section du prisme hexagonal 
régulier représentant dans l'espace des contraintes 0,, 0:, 03 la 
condition d'écoulement de Tresca — Saint-Venant par le plan ©, = 0 
est l'hexagone envisagé plus haut. La normale au prisme n’est pas 
contenue dans le plan du dessin, cependant la projection de la nor- 
male est perpendiculaire aux côtés de l'hexagone (fig. 159). Par 
conséquent, le rapport des vitesses de déformation principales 


16° 
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E: & est égal au rapport des cosinus directeurs de la normale à 
l'hexagone au point envisagé. Ajoutant ici la condition d’incompres- 


sibilité 
E1 + Es + Es = 0, (52.5) 


on peut trouver aussi la vitesse de déformation principale E.. 

Nous conviendrons d’appeler les points intérieurs des segments 
AB, BC, ... respectivement régimes AB, BC, ..., et les som- 
mets À, B, ... de l’hexagone, régimes À, B, ... Envisageons 
plus en détail quelques cas typiques. 

Le cas 0,0, < O0 correspond aux faces inclinées AB, DE (aux 
régimes AB, DE). Pour fixer les idées, arrêtons-nous sur le régime DE. 
Nous aurons alors 6, >0, &, 0, et la condition d’écoulemenc 
a la forme 


O1 — Oo — Os (52.6) 
D'après la loi associative (16.10), on obtient: 
E = À, Es = —à, (52.7) 
c.-à-d. Er = Go. 
Il résulte maintenant de la condition d’incompressibilité : 
Es = 0, 


autrement dit, l'épaisseur de la plaque reste invariable. La quantité 
À => 0 est une fonction inconnue que l’on détermine lors de la solu- 
tion de chaque problème concret. Les équations citées sont valables 
également pour le cas de la déformation plane (paragraphe 31). 


En effet, les lignes de glissement introduites dans le paragraphe 31 gardent 
leur signification. Soit un angle , formé par la première direction principale 
et l’axe des x, on a alors suivant des formules de transformation connues 

LR 1 
5 = (its) + (Bi — 62) cos 2p, | 


Nxy = (Bi — E) sin 29. 


(52.8) 


Dans le cas envisagé 


Ek—Acos2p, £,=—Acos2p, nx,:= 224 sin 29. 

Eliminant À, on en vient à l'équation (31.10) 
dx y 

Te ç 

dr dy = — cotg 2p= L x 

dx dv, Ty 
dy DE ôr 

et à la condition précédente d’incompressibilité 
dx dy 
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Ainsi, pour le régime DE envisagé, le système d’équations pour 
les contraintes et les vitesses coïncide avec le système d'équations 
dans le cas de la déformation plane. 

Une conclusion analogue est vraie pour le régime AB. 

Le cas 6,0: > 0 correspond aux faces verticales et horizontales 
de l'hexagone (fig. 159). Pour fixer les idées, posons 0, > 02 >0, 
ce qui répond au régime CD. La condition d'écoulement est: 

O1 = Os. (52.9) 


D'après la loi associative, l'écoulement ne se développe que dans 
la première direction principale, c.-à-d. 


E = À, E = 0. (52.10) 

Il découle de la condition d'’incompressibilité que 
& = —8. (52.11) 

Si l'on envisage le régime BC, on a 
Os = Cu (52.12) 
E — 0, Ee = À, (52.13) 
avec 

Es = —E. (52.14) 
Régime C. Adressons-nous maintenant au point anguleux C. Ici 
O1 = Op Oo = Op (52.15) 


tandis que les vitesses de déformation sont des combinaisons linéaires 

à coefficients d'écoulement non négatifs À,, À. dans les régimes 
voisins CD et BC, c.-à-d. 

E1 = An Ee = os Es = —M — he. (52.16) 

Les coefficients À,, À, sont des fonctions inconnues qui sont 

déterminées lorsque l’on résout chaque problème concret ; une fonc- 

tion arbitraire complémentaire est introduite à cause de « deux 


conditions d'écoulement » (52.15) sur l'arête du prisme. Par suite 
de l'égalité des contraintes principales, nous avons: 


Ox = Oy = Osy Txy — 0. 


Un écoulement analogue est réalisé dans le régime F. 
Finalement, envisageons la traction uniaxiale répondant au 


régime D: 
O = Os Oo —= 0. (52.17) 
Les vitesses de déformation seront des combinaisons linéaires 


avec des coefficients d'écoulement À,, À, non négatifs dans les régimes 
voisins CD et DE, c.-à-d. 


bi = M He E9 = — Es = —Àe. (52.18) 


Les écoulements dans les autres régimes uniaxiaux À, B, E 
sont de la même forme. 
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4. Considérations finales. Les équations développées plus haut sont faci- 
lement généralisées pour le cas d’une plaque à épaisseur variable k — k (x, y) 
à condition que celle-ci change lentement. Les équations différentielles d'équi- 
libre prendront alors la forme: 


Oh0>  OMtxy Ohtxy  0ho, 


D tag 0 ôz Zn 


Notons ensuite que l'état de contrainte plan est réalisé dans les voiles 
minces sans moment. Dans les voiles et les shaates soumises à la flexion, il 
existe un état de contraint eplan qui varie selon l'épaisseur (les composantes 
non nulles de la contrainte o,, Oy, T./ dépendent de :, où z est compté suivant 
la normale vers la surface médiane}. 


53. SOLUTIONS OBTENUES POUR LA CONDITION 
D'ÉCOULEMENT DE VON MISES. SOLUTIONS DISCONTINUES 


1. Généralités. La solution conjointe du système d'équations 
non linéaire (52.1), (52.2), (52.3) présente de grandes difficultés. 
Cependant, comme dans le cas de la déformation plane, la méthode 
semi-inverse s’avère souvent utile. Notamment, on peut essayer 
d’envisager la solution successive des équations pour les contraintes 
(52.1). (52.2) et des équations pour les vitesses (52.3). Si les contrain- 
tes sont déterminées, le système d'équations sera linéaire pour 
les vitesses v,, v, ; il faut construire un champ de vitesses compatible 
avec le champ de contraintes trouvé. 

2. Equations pour les contraintes. Examinons le système d’équa- 
tions pour les contraintes (52.1), (52.2) étudié par V. Sokolovski. 

On peut satisfaire à la condition d'écoulement (52.2) dans les 
axes principaux en posant 


oi=2kcos (w—+), O2 — 2k cos (o++), (53.1) 


où © = w (x, y) est une nouvelle fonction inconnue caractérisant 
la position du point sur l’ellipse (fig. 157). L’angle w varie dans 
les limites de 0 < w & x à condition que 6, > 02. On voit aisé- 
ment que l'angle w est lié à la valeur de la pression moyenne 6 — 


+ (01 + 02), à savoir: 


Vs, (53.2) 


On peut maintenant à l'aide des formules connues 


Ox = Gi Os + 102 
n 2 


cos 2 Try = 
o 2 P; x 


O4 —0O2 
2 


sin2q, (53.3) 


où æ est l’angle entre la première direction principale et l'axe des x, 
exprimer les composantes de la contrainte 6,, 6,, ty au moyen des 
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fonctions &, p: 
Ox 


. | =k(V3cosw—+sinwcos2q), t.,=kÆsinwsin2p. (53.4) 
y 

Il en découle que (à la différence du cas de la déformation plane) 
les composantes de la contrainte sont limitées : 


loc <2%k, lo l<2k, [tx] <k. 


En portant les composantes de la contrainte dans les équations 
différentielles d'équilibre et en procédant à des transformations 
simples on obtient un système de deux équations pour deux fonctions 
inconnues: œ (x, y), w (r, y): 


(V3 sin w cos 2p— cos w) = en 


+VBsinwsin 29 —2sin 0 + =0, 


” (53.5) 
V 3sino sin 2q _— 


ôz 


Définissons le type de ce système en suivant la « méthode déter- 
minante» (cf. Appendice). Soient des fonctions @ =  (s), © = 
= « (s) définies le long d’une ligne quelconque x = x (s), y = y (s). 
Pour la surface intégrale passant L on a: 


—(V 3sin & cos 2p + cos w) + 2 sin & SE —0. 


SE az + dy = dg, 2 FE de + = do. (53.6) 


Le long de Z, le . tangent à la surface es est déterminé 


par les dérivées partielles =, F; ; ?, _ que l'on peut trouver 


à partir de (53.5) et (53.6), car, sur L, ce seront des équations linéai- 
res algébriques par rapport aux dérivées mentionnées. 

Si la ligne ZL est une caractéristique des équations (53.5), les 
dérivées sont alors indéterminées le long de cette ligne, par consé- 
quent, le déterminant du système algébrique mentionné et les 
numérateurs appropriés se réduisent à zéro. Egalant à zéro le déter- 


minant du système, on trouve les équations différentielles des lignes 
caractéristiques 


dy _ Vasnosin2p+Z() 
dr .V/3sinw cos 2p—cos w 
où on a introduit la notation 


Z(6)=V3—24c0s 0 


; (53.7) 
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Egalant à zéro les numérateurs, on obtient (après quelques 
transformations et intégration) les relations entre les fonctions incon- 
nues p, w vérifiées le long des caractéristiques : 


Q + p = const, (53.8) 
où l'on a posé 
[] 
1 Z (w) 
Q=—+ f 2QL Go. (53.9) 
x 
6 


Le système de départ (53.5) aura deux familles différentes de 
caractéristiques réelles (c.-à-d. qu’il sera kyperbolique) si 3—4 cos° w > 
> 0, c.-à-d. 


ñ on 
mn 


Les points d'hyperbolicité sur l’ellipse (fig. 157) remplissent sa plus 
grande partie qui est dessinée en lignes grasses. 

Le système (53.5) n'aura qu’une seule famille de caractéristiques 
réelles (c.-à-d. qu’il sera parabolique) dans le cas où © (w) = O, 
c.-à-d. si la fonction w prend une des valeurs +, - Enfin, pour 
3 — 4 cos? w << 0, il n’y a pas de caractéristiques réelles, et le 
système (53.5) est du type elliptique. À ce type répondent les points 
intérieurs des arcs de l’ellipse qui sont représentés en lignes fines. 

Il est aisé de voir que dans le domaine de l’hyperbolicité | o | < 
< Tmax, dans les points paraboliques | 6 | — tm: et dans le domaine 
elliptique | 6] > tmax- Le type du système d'équations est déterminé 
par la relation entre les valeurs de la pression moyenne et de la 
contrainte tangentielle maximale. 

Ainsi, on peut trouver, dans la solution, des domaines hyperboli- 
ques, paraboliques et elliptiques, la frontière de la transition n'étant 
pas connue à l'avance. Cela crée de grandes difficultés pour résoudre 
les problèmes de l’état de contrainte plan par comparaison avec 
la solution des problèmes correspondants dans le cas de la déforma- 
tion plane. 

3. Cas d’hyperbolicité. Propriétés des caractéristiques. Considérons 
plus en détail les propriétés des solutions dans le domaine de l’hy- 
perbolicité. Ici Z (w) > 0, la fonction Q est facile à calculer: 


2cosw 1 4 cos w+3 
V3 

1 4 cos 5 —3 
Tr Bu  <0- (53.10) 
On envisage les valeurs principales des fonctions trigonométri- 
ques inverses ( dans l'intervalle — Eu , + 5) . La courbe de la fonction 


Q — —<++arc sin 
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—Q est représentée sur la figure 160. Introduisons une nouvelle 
fonction inconnue # (x, y) égale à 


_ x 1 cotg w 
Ÿ=-— arc cos ER (53.11) 
Les équations des caractéristiques prennent alors la forme 

dy _ . du 


(a) 
Q+p=const= 1. 


Q— p= const =E; 


Les caractéristiques se coupent sous un angle de 2 (fig. 161} 
et forment un réseau de courbes non orthogonal qui, évidemment, 
ne coïncide pas avec le réseau des lignes de glissement. Les directions. 


LA °] y: 


Fig. 161 


principales divisent en deux parties égales les angles situés entre 
les caractéristiques. Nous distinguerons les caractéristiques de ces 
deux familles, comme précédemment, par les paramètres «. $f 
(ayant en vue qu'ils auront une valeur différente de celle qu'ils 
avaient dans le chapitre V). Les caractéristiques de la première 
famille (dites caractéristiques a) correspondent aux valeurs fixées 
du paramètre f ; le paramètre « est constant le long de la caractéristi- 
que $. L’angle d'intersection 2 varie en général d'un point à l’autre. 
Le paramètre £ change lorsque l’on passe d’une caractéristique de 
famille & à une autre ; le paramètre n varie de façon analogue lorsque 
l’on passe d'une caractéristique de famille $ à une autre. 

Le long des caractéristiques les composantes de la contrainte 
sont liées par une condition simple (rappelons que, dans le cas de 
la déformation plane, les contraintes normales dans les directions 
caractéristiques sont égales à la pression moyenne 6, cf. paragra- 
phe 31). 

En effet, soient des composantes continues de la contrainte 
définies sur une ligne quelconque L. Traçons, en un point arbitraire 
P de la ligne L, un système de coordonnées t, nr en dirigeant l'axe 
des t{ suivant la tangente à L et l'axe des n suivant la normale. Les. 
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équations différentielles d'équilibre (52.1) et la condition d’écoule- 
ment (52.2) gardent leur ancienne forme dans ce nouveau système 


de coordonnées également. En un point P les dérivées 2 %, 


Tes prises le long de ZL sont calculées. Partant des équations diffé- 
ie on détermine les dérivées suivant la normale, Zu. 


Quant à la dérivée 2 , elle peut être trouvée à partir de la condition 
d’écoulement dérivée par rapport à n: 
nu 


Sn (20t—0n) += se (20n — 04) + Gtnr 2 = 0 


Si 201 — Oh 0. Si la ne 
20; — 6, = 0 

est vérifiée, la solution du problème de Cauchy est impossible, et la 
ligne ZL est une caractéristique. 

Une condition identique est satisfaite également le long des 
Caractéristiques de la deuxième famille. 

Les caractéristiques présentent une série de propriétés, analogues 
à certaines propriétés des lignes de glissement dans le problème de 
la déformation plane (paragraphe 32). Nous les citerons sans démons- 
trations détaillées que le lecteur reproduira facilement lui-même. 

4) Si l’on passe d'une caractéristique de famille B à une autre 
le long de toute caractéristique de famille «, la pente de la première 
direction principale q et la fonction Q varieront d'une même valeur 
{analogue du premier théorème de Hencky). 

Pour la démonstration, il suffira d'appliquer les relations 


2—E+n, 2p=n—E#. (53.13) 


2) Si un segment quelconque de la caractéristique est une droite, 
le long de celle-ci seront constants w, p, l'angle d'intersection w, les 
paramètres £, n et les composantes 0,, 6,, T:y de la contrainte. 

3) Si un ment quelconque d’une caractéristique (par exemple 
de famille «) est une droite, tous les segments correspondants des carac- 
téristiques de la même famille seront des droites; l'état de contrainte 
simple est réalisé dans un tel domaine et le paramètre n y est constant. 

En effet, prenons une construction analogue à celle de la figure 67 ; 
la caractéristique A»142° étant rectiligne, il résulte de la première 
propriété que ii = Piss Sir = Que, mais alors Gi; = Ge, Vi = Vre- 

Les caractéristiques f coupent la droite « sous le même angle 
(qui varie, bien sûr, d’une ligne & à l’autre). 

4) Si les deux familles de caractéristiques sont rectilignes, les contrain- 
tes, dans un tel domaine, sont distribuées uniformément et les para- 
mètres £, n sont constants. 
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Le système des équations différentielles (53.5) est réductible 
et se linéarise par inversion des variables (de manière analogue à 
la déformation plane). Aux états de contrainte simple et homogène 
correspondent les intégrales : 

1. E = const, 

2. n = const, 

3. E = const, n = const. 

Il convient pour la solution, comme dans le cas de la déforma- 
tion plane, d'examiner différents problèmes aux limites. Dans le 
cas général, on construit le champ des caractéristiques par des métho- 
des numériques (ou graphiques), similaires à celles exposées dans 
le chapitre précédent, les relations de 9 
base étant alors les équations des carac- # 
téristiques (53.12). À 

Pour les états de contrainte simples, 
les problèmes aux limites ont une solu- 
tion élémentaire. 

4. Etats de contrainte simples. Envi- 
sageons plus en détail les états de con- 
trainte simples jouant un rôle impor- Fig. 162 
tant dans les applications. 

La solution la plus simple de ce type est l’état de contrainte 
homogène. Dans un tel domaine, le réseau des caractéristiques est 
formé par deux familles 
non orthogonales de droi- 
tes parallèles (fig. 162) et 
K x les paramètres E, n sont 


A 
p constants (£ — Es, n — 10). 
AIN 
M Alors, Q — LE +00): = 
=+ (No — Eo), avec © et 


l'angle ÿ calculés par la 
suite. 
Près de la frontière recti- 


œ 


747 ligne libre il y aura toujours 
LS un champ de traction ou de 

7. 2e compression uniariale unifor- 
0Y, me de valeur V 3k, parallèle 
4 à la frontière (fig. 163). Par 


exemple, si l'axe des x est 

parallèle à la frontière, on 

Fig. 163 aura alors dans le domaine 

attenant 0,= + V3k,0, — 

= 1,, = 0. En effet, la normale au contour libre est confondue 
avec une des directions principales, æ — 0, et les points frontières 
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éprouvent soit une traction uniaxiale, soit une compression uniaxiale. 
Examinons le cas de la traction; on aura alors sur la frontière 


= + (fig. 157), c.-à-d. que le point figuratif se trouve dans le 
domaine d’hyperbolicité. Conformément à (53.11) on trouve que 


d = 54°44 = ÿ.. 


Ainsi, le contour n’est pas une caractéristique, et nous avons 
le problème de Cauchy pour trouver le champ de contraintes au 
voisinage de la frontière. La solution est définie dans le domaine 
triangulaire O’AB. 

Soit une contrainte normale uniforme p agissant sur la frontière 
rectiligne. La deuxième contrainte principale est calculée d'après 
la condition d'écoulement (52.2). Si l'état de contrainte à la fron- 
tière correspond aux points d'hyperbolicité sur l'ellipse (fig. 157), 
il est alors facile de construire la solution au voisinage de cette 
frontière par analogie au cas précédent (lorsque p = Ü). 

Dans l'état de contrainte simple, il n’y a qu'une seule famille 
de caractéristiques constituée des lignes droites. Comme dans le 
cas de la déformation plane (paragraphe 33), le théorème suivant 
est valable: 

Seul un domaine à l'état de contrainte simple peut confiner au 
domaine présentant un état de contrainte homogène. 

En effet, soit O’A (fig. 163) la caractéristique marginale d'un 
domaine à l’état de contrainte homogène. Si, le long de O’A, un 
domaine de solution différente confine au domaine en question, 
en vertu de la propriété 3, exposée dans la division précédente, 
toutes les caractéristiques de la famille qui est celle de la caracté- 
ristique O’A seront des droites. 

Considérons plus en détail le cas particulier important où les 
caractéristiques rectilignes sont issues d’un seul centre (champ centré). 
Admettons que ce champ soit attenant au domaine O’A4B de la 
traction uniforme uniaxiale. Introduisons un système auxiliaire 
de coordonnées polaires r, 0 avec le pôle en un point O”’ et un axe 
polaire 0'O” dont la position sera choisie par la suite. 

Les équations différentielles d'équilibre en coordonnées polaires 


90- +2 2e + T0 —=0 
(53.14) 


tre 2 7. 2e _ 


et la condition d’écoulement 


0? — 0708 + 0 + 310 — 342 (53.15) 
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sont satisfaites si l'on prend 
o-—=kcos0, 09—2kcos0, 7,9 —=<ksin 0. (53.16) 


Il est évident que les contraintes sont constantes le long du rayon 
vecteur. Les composantes 68, tro de la contrainte seront nécessaire- 
ment continues le long de la ligne de transition O’A (d’après la 
condition d'équilibre de l'élément de la ligne O'A, cf. paragraphe 39). 
Examinant l'équilibre de l'élément triangulaire hachuré confinant 
à la frontière O’A (fig. 163), on trouve aisément que sin 0 — = 
c.-à-d. que l'axe polaire 0'0” doit faire un angle de 54°44° avec 
la ligne O’A. Dans ce système de coordonnées, l'équation des caracté- 
ristiques de la deuxième famille a une forme simple 


r° sin 0 — const. (53.17) 


Les caractéristiques curvilignes s’approchent asymptotique- 
ment de O0'’O" pour lequel 8 — 0; ceci est montré en pointillé 
sur la figure 163. Le long de O'O0”, les deux familles de 
caractéristiques se confondent en une seule, et o9 = 2k, 6, = k 
ELA 
6 

5. Champ à symétrie axiale. Envisageons l’état de contrainte 
à symétrie axiale pour la condition t,g — 0 (en l’absence de tor- 
sion). Les composantes 6,, 64 de la contrainte seront alors les 
contraintes principales et conformément à (53.1) nous aurons: 


(le point parabolique w — = sur l’ellipse de von Mises, fig. 157) : 


67 = 2k cos [w+ +) ; Go= 2kcos (w—<+) ; (53.18) 


On a choisi ici la variante des formules (53.1) pour le cas 09 > ©, 
Portant (53.18) dans l'équation d'équilibre 


LE + He = 0, (53.19) 
on obtient l'équation différentielle 
(V3 + cotg w) do + 22 =0, 


dont la solution a la forme 


CR (53.20) 


où C est une constante arbitraire. Supposons, par exemple, que le 
contour d'ouverture r — a (fig. 164) soit libre, c.-à-d. que l'on 


. td + 
ait sur ce contour 6, = 0, donc © = z pour r=a. Il est aisé de 
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voir que 


(1) = LE) (53.21) 


sin & 


Les axes r, 0 étant les axes principaux, les relations (53.8) 
ont pour expression 


Q + 0 — const, 


et, compte tenu de la relation (53.21), elles définissent les équations 
des caractéristiques dans la forme paramétrique. L'angle entre les 
caractéristiques décroît au fur et à mesure de l'éloignement du con- 
tour r — a et les deux familles de caractéristiques se confondent 

en une seule (fig. 164) pour 


w = (avec À = 2,07). 
Lorsque 2 > 2,07, la so- 


lution est déterminée par 

les mêmes formules (53.18), 

(53.20), mais il n’y a pas de 

caractéristiques réelles (do- 
maine de l’ellipticité). 

La distribution des con- 

: traintes 6,, 6e est montrée sur 

Fig. 164 la figure 164. Pour r —+ œ on 

a ©—0, eto,—>0s, Op —0s 

c.-à-d. que la plaque est sollicitée par une traction uniforme à l'infini. 

6. Cas de parabolicité et d’ellipticité. Dans les points de para- 


bolicité © (w) — 0, et alors w a une valeur constante de +ou de 


SE (fig. 157). Les deux familles de caractéristiques (53.7) se con- 


fondent en une seule (ÿ — 0). Il découle du système des 
équations différentielles (53.5) que @—const. La famille de 
caractéristiques est une famille de droites parallèles. Ainsi. cette 
solution conduit aux états de contrainte homogènes de forme parti- 
culière, par exemple, seule la direction principale est arbitraire 
LE O1 —= 2k, Oo = k. 

Dans le cas d’ellipticité, l'élaboration des solutions du système 
des équations non linéaires (53.5) est liée à de grandes difficultés; 
il n’y a pas de méthodes générales et les seules solutions existantes 
sont celles des problèmes à symétrie axiale. 

7. Définition du champ de vitesses. Considérons maintenant le 
système d'équations (52.3) pour les vitesses en supposant, comme 
d'habitude, que l'état de contrainte soit connu; le système (52.3) 


pour «o — 


53.] SOLUTIONS POUR LA CONDITION D'ÉCOULEMENT DE VON MISES 255 


A 


est alors linéaire à coefficients variables. Ecrivons ce système sous 
la forme suivante: 


ôcy ôv. 
(20x— 0,) = (20, —0:) +, 
(53.22} 
dy oz FU 9x 


Dans le domaine d’hyperbolicité des équations pour les contraintes, 
les équations pour les vitesses seront elles aussi hyperboliques, les caracté- 
ristiques des deux systèmes étant confondues. 

En effet, soit une vitesse définie sur la ligne Z qui n’est pas une 
ligne de discontinuité de la vitesse. En un point arbitraire P de 
la ligne L, traçons un système de coordonnées t, n en dirigeant 
l'axe des t suivant la tangente à L. Les équations (53.22) conservent 
leur forme dans le nouveau système de coordonnées également. 


pete dv, Ov + Ho 
Les dérivées <?, en un point P nous sont connues. Les dérivées 


ôt * ot 
ôvt dn botné défini s s indus 
n°'ôn sont rnées et définies univoquement à partir des equa- 


tions (53.22), sauf dans le cas où 
20: — 0h = 0. 


Mais la condition 20; — ©, est vérifiée le long de la caractéristique 
de l’état de contrainte (cf. plus haut, division 3). 

Donc, le problème de Cauchy pour les vitesses est insoluble le 
long de la ligne caractéristique de l’état de contrainte. Les caracté- 
ristiques des équations pour les vitesses coïncident avec les caractéristiques 
des équations pour les contraintes. 

Ensuite, il découle des équations (53.22) que le long de la carac- 
téristique 

= : (53.23) 


c.-à-d. que la vitesse de l'allongement relatif est égale à zéro le long 
de la ligne caractéristique (tout comme dans le cas de la déformation 
plane). Une condition identique est satisfaite également le long 
des caractéristiques de la deuxième famille. Ces conditions peuvent 
être exprimées par des relations différentielles, analogues aux équa- 
tions de Geiringer et déduites par Hill [41]. 

8. Lignes de discontinuité de vitesse. Les solutions discontinues 
pouvant avoir lieu dans les domaines de l’hyperbolicité et de la 
parabolicité, présentent un intérêt notable dans l’état de contrainte 
plan tout comme dans le cas de la déformation plane. Considérons 
une ligne de discontinuité de la vitesse L quelconque. A la diffé- 
rence du cas de la déformation plane, dans l'état de contrainte 
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plan on doit admettre l'éventualité d’un saut non seulement dans 
la composante tangentielle mais aussi dans la composante normale 
de la vitesse. Un tel saut conduit soit à un rétrécissement brusque 
(fig. 165, a, « col»), soit à un épaississement brusque (fig. 165. b. 
« collet ») de la plaque le long de la ligne de discontinuité. Une 
telle ligne est une idéalisation mathématique de la formation locale 
d'un col, observée au cours des essais. Nous conviendrons donc 
d'appeler « col » une telle ligne de rupture ; celle-ci doit être considérée 


a) 6) 


Fig. 165 


comme la position limite d’une frange de déformation intense 
tout en estimant uniforme, conformément au schéma de l'état de 
contrainte plan, la vitesse de la déformation dans le col. 

Etant lié par des conditions déterminées à l’état de contrainte, 
le saut de vitesse ne peut être arbitraire. Examinons ces conditions. 

Soit un côté (+) du col L (fig. 165, c) se déplaçant par rapport 
à l'autre (—) à une vitesse vw. Désignons par b la largeur du col (à la 
limite b —+ 0). Le vecteur vest incliné vers la ligne L sous un angle y, 
ce qui signifie que les composantes tangentielle et normale de la 
vitesse sont discontinues. En un point arbitraire M du col, traçons 
un système de coordonnées local n, t, en dirigeant l’axe des f suivant 
la tangente; les composantes de la vitesse de déformation dans le 
col seront alors: 
v 


En, E—=0, == D COS Y, (53.24) 


où v est le module de vitesse. 

La vitesse de l’allongement dans la direction de &, perpendicu- 
laire au vecteur vitesse, est évidemment nulle elle aussi: &, = 0. 
Par conséquent, les directions £ et « sont des directions caractéristi- 
ques et l’angle entre elles est égal à 2. Ainsi, le vecteur discontinuité 
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de la vitesse v est incliné sous un angle 
v=2p—+ (53.25) 


au col; la ligne de discontinuité passe par la caractéristique. 

Les caractéristiques sont orthogonales lorsque y = 0; on ne 
constate pas d'amincissement et seul un glissement relatif se mani- 
feste. Cela aura lieu dans le cas de l’état de contrainte relatif au 


cisaillement pur (w = 5) 


En se basant sur (53.24), on trouve aisément, par des procédés 
habituels, les vitesses principales de l’allongement dans le col: 


U 


= ({+siny, &=—3(Î—sinv). (53.26) 


La troisième vitesse principale de déformation (dans la direction 
perpendiculaire au plan n», t) se déduit de l'équation d’incompres- 
sibilité 
CS 
z = —7 Sn Ÿ:- 


Les directions principales 1, 2 divisent en deux parties égales 
les angles entre les caractéristiques. 
La puissance de la déformation plastique par longueur unitaire 


s 


du col est égale à 
bhÀ, = bh (o1Ë1 + G2bs). 


Portant les vitesses principales de déformation dans les relations de 
Saint-Venant — von Mises (13.12), on obtient les contraintes prin- 
cipales 
CA 1+3siny 2 _ 1—3siny (53.27) 
k 1+3siny" À VI+3siny = 
On verra aisément que 
G1 +02 
3 (64 — 02) 


bhA, = koh V 143 sin? y. 


siny = 
(53.28) 


Dans le cas parabolique les deux caractéristiques se confondent 
en coïncidant le long du col; ce dernier est dans un état de contrainte 
correspondant à l’un des points paraboliques sur l’ellipse (fig. 157). 


Pour le point © — Le les contraintes 61 — 2k, 6, — k et l’angle 


ELA £ A 
vy—= +; il n'y a donc pas de saut de glissement et seule la composante 
normale de la vitesse présente une discontinuité; seul un amincissement 
17-0653 
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se produit le long de lafligne de discontinuité. Pour le point © — T , 


les contraintes 0, = —k, 6, = —2k, et l'angle y — —<5 ; n'y 


a toujours pas de saut de glissement et seule la composante normale 
est discontinue, un épaississement se produit le long de la ligne 
de discontinuité. 

Envisageons en guise d'exemple la traction d'une 
éprouvette plane (fig. 166) en supposant que le col occupe 


l'ensemble de sa section; nous avons ici 6, — 0, y = arcsin += 


= 19°28' et 1 — 54°44’. Le vecteur discontinuité de la vitesse 
est incliné vers l’axe de l’éprou- 
vette sous un angle de 35°16”. 
Le matériau est «rigide » de part 
et d’autre du col. La formation 


Fig. 166 Fig. 167 


d’un tel col est constatée dans certaines conditions au cours des 
essais, sa pente à la direction de la traction étant de 55 à 60°. 
Cette question est traitée en détail dans la monographie de Nadaï 
[5] à laquelle nous devons la photo d'un col en formation 
(fig. 167). 

9. Lignes de discontinuité des contraintes. Les discontinuités 
des contraintes doivent satisfaire aux conditions d'équilibre et de 
plasticité. Profitons du dessin présenté dans le chapitre précédent 
(fig. 99). Considérons l'élément de la ligne de discontinuité L sur 
lequel agissent les composantes de la contrainte O4, Th, Of, Of ; On, Ta 
sont continues d’après les conditions d'équilibre et la discontinuité 
n’est possible que dans la composante normale 0. On trouve à partir 
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de la condition de plasticité (52.2): 


( On 1 
= +y 8 (@— Lot). (53.29) 


Le saut de la composante 0, est égal à 


” 1 
Lul=ot—or=2y/ 3 (6-70). 

L'angle de pente des caractéristiques varie brusquement sur la 
ligne de discontinuité des contraintes. Soient les angles ô* et 6- 
(fig. 168) définissant la position des axes principaux de l’état de 
contrainte. Remplaçant @ par 6, on peut, à l’aide des formules 
(53.3), évaluer les composantes 6:, 6,, tr. Les conditions de con- 
tinuité de ©», Ta: conduisent aux 
relations 

p* + tt cos 20* — p7— 71" cos 267, } 

t* sin 26* — 71" sin 27, 
où par pet ton désigne respective- 
ment la demi-somme et la demi-dif- 
férence des contraintes principales. 
En vertu de la condition d'’écoule- 
ment (52.2), on a p° + 31° — 3k°. 

Il résulte des relations citées que 

_- ____ 2sin2ô+ 
20 = re per 


pr=+ pt st cos 26*. 


La grandeur +- est calculée au 
moyen de p” selon la condition d’écou- 
lement. 

Les composantes de la contrainte sont continues sur la ligne de 
discontinuité de la vitesse du fait que l’état de contrainte sur cette 
ligne (passant par la caractéristique) est déterminé par les formu- 
les (53.27). 

Inversement, le champ de vitesses est continu sur la ligne de discon- 
tinuité des contraintes (car la discontinuité des contraintes est impos- 
sible si le champ était discontinu). Montrons ensuite que la ligne 
de discontinuité des contraintes ne s'allonge pas. En effet, d'après 
les équations de Saint-Venant — von Mises (13.12) on a: 


Et =A" (0f—0*), &=X (o7— 0). 


Il découle de la continuité des vitesses que le long de la ligne 
de discontinuité Ef — Er, c.-à-d. A* (20? — o,) = À- (207 — o,). 


179 


Fig. 168 
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En vertu de (53.29), les grandeurs entre parenthèses se distinguent 
par leur signe et, À étant non négative, on a À* — À- — 0, c.-à-d. 


10. Frontière rigide-plastique. Soit une ligne L quelconque 
séparant le domaine plastique du domaine rigide, ce dernier étant 
supposé au repos (cf. paragraphe 38.5). 

Comme on l’a montré plus haut, la ligne de partage L suit la 
caractéristique si la vitesse sur celle-ci est discontinue. 

Par contre, si la vitesse est continue, la vitesse sur L est nulle. 
Si, dans ce cas, L n’est pas une caractéristique, le triangle caracté- 
ristique confinant à L sera au repos lui aussi (car le champ de vites- 
ses y est déterminé par la solution du problème de Cauchy). Une 
déformation ne se produira dans la zone plastique que si L est une 
caractéristique. 

Ainsi, la frontière rigide-plastique passe par la caractéristique (ou 
par l'enveloppe des caractéristiques). 


54. SOLUTIONS RESULTANT DE LA CONDITION 
D'ÉCOULEMENT DE TRESCA — SAINT-VENANT. 
SOLUTIONS DISCONTINUES 


1. Généralités. Les équations de l’état de contrainte plan pour 
la condition d'écoulement de Tresca — Saint-Venant ont été formu- 
lées dans le paragraphe 52; ces équations sont différentes pour dif- 
férents régimes. Pour résoudre les problèmes concrets, il faut en 
général considérer les écoulements dans divers régimes réalisables 
en divers points de la zone plastique. Il est alors facile de commettre 
une erreur et de choisir un assemblage erroné de domaines différents 
d'état de contrainte, ce qui nous amène parfois à des conclusions 
paradoxales. Pour choisir une bonne construction de la solution, 
il convient d'élaborer soigneusement un champ de vitesses harmonisé. 

Les équations pour les contraintes dans différents régimes ont 
été étudiées par V. Sokolovski [#%]. La construction consécutive du 
champ de vitesses n’est devenue possible qu'après l'introduction 
de la loi d'écoulement associative. On doit à R. Ilill [51] l'analyse 
des solutions discontinues. 

2. Régimes DE et AB (010:<< 0). Il a été noté au para- 
graphe 52 que le système d'équations pour les contraintes et les 
vitesses dans le régime envisagé coïncide avec le système cor- 
respondant pour le cas de la déformation plane. Dans ces domai- 
nes, les caractéristiques sont orthogonales et coïncident avec les 
lignes de glissement. Les résultats exposés dans le chapitre précé- 
dent sont entièrement transposables pour le cas de la plaque lorsque 
010» < 0. Seule la valeur des contraintes normales est limitée 
dans le cas de la plaque (par exemple pour le régime DE on à 6, < 
<Gs | G2|< 6,4). Il n’y a pas d’amincissement de la plaque (£. = 0). 
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L’impossibilité de l’emincissement exclut les discontinuités de 
la composante normale de la vitesse: il découle de la condition 


£, = 0 (cf. formules (53.24)) que &, = + sin y — 0, c.-à-d. y = 0. 


Tout comme dans le cas de la déformation plane, un glissement relatif 
se produit le long de la ligne de discontinuité de la vitesse passant 
par la caractéristique. Le « col» ne peut apparaitre. 

Pour ce qui est de la ligne de discontinuité des contraintes, les 
résultats présentés au paragraphe 39 restent toujours entièrement 
valables. La ligne de discontinuité des contraintes est la bissectrice 
de l’angle entre les lignes de glissement homonymes. 

3. Régimes CD et EF. Pour le régime CD (cf. paragraphe 52) 
on a CO, = Os 00, 0, Posons 


O1 — Ce = 2054 (54.1) 
où % = 4% (x, y) est une fonction inconnue. Alors 
Gi + 04 = 204% (1 — %), (54.2) 


où %x = sign 0, = sign 6.. Pour le régime CD on a x = +1; 
le facteur x est introduit pour que l’on puisse étendre la solution 
obtenue au régime £F où »x - —1. À l’aide des formules (53.3) 
on trouve: 


Ox 
6, = Os [X (1 — 4%) + x cos 2q], Txy — OX Sin 29, (54.3) 
où q = œ (x, y) est un angle inconnu situé entre la première direc- 
tion principale et l’axe des x. En portant ces valeurs dans les équa- 
tions différentielles d'équilibre, en se libérant des angles doubles, 
en multipliant les équations obtenues respectivement par sin y, 
cos p, en additionnant et en retranchant ensuite ces équations, 
on trouve après quelques simplifications : 


sin 2 FH (x + cos 2p) = 0, 
: Le (54.4) 
: US” din  ;. dp L 
Dp —"%° — 2p}) 2 + 2x —E — 
sin 2 —> (x + cos 2çp) Sy + 2x ay 0. 
. On trouve aisément la solution générale de ce système. Les 
équations des caractéristiques de la première relation ont la forme 
dr dy _ d 
sin2® _— (x+cos2g) 0 
et sont facilement intégrables : 


æ=const —C;, y—ztg [o+ (x + +] + Co. (54.5) 
Les caractéristiques étant des droites inclinées vers l’axe des z sous 
un angle de[ + + (x +1) 7] , elles se confondent donc avec les 
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lignes de glissement, c.-à-d. avec les trajectoires droites des con- 
traintes principales (paragraphe 52.3). 

Pour le régime CD, les caractéristiques sont confondues avec les 
trajectoires rectilignes de la contrainte principale de valeur numéri- 
que plus petite o, (pour ie régime EF on a 6, — —06,, x — —1. 
et les caractéristiques passent par les trajectoires rectilignes de la 
contrainte principale 0,). D'après la loi associative dans le régime 
CD on a £, = 0, c.-à-d. la caractéristique ne s’allonge pas. 

La solution générale de la première des équations (54.4) peut 
être représentée sous la forme 


y=stg[o+(x+1)2]+0(p), (54.6) 


où ® (p) est une fonction arbitraire qui peut être déterminée par 
des conditions aux limites données. 

Composons maintenant l'équation des caractéristiques de la 
‘seconde équation du système (54.4): 


sin 29 —(x+ cos 2p) 


Cette équation a la même famille de lignes caractéristiques, 
ce qui signifie que le système (54.4) est du type parabolique. 
Le long de la ligne caractéristique on a: 


Lo, 0 _ dr 
diny— hr RS 


En dérivant la solution (54.6) par rapport à x, on calcule la 


dérivée >, on l’introduit dans la dernière relation et on procède 

à l'intégration. La solution générale de la deuxième équation (54.4) 
sera alors: 

es Qu — he 

KE —% cos 29) D (4) ? (54.7) 


où Y (œ) est une fonction arbitraire déterminée par des conditions 
aux limites données. 
Notons ensuite l'intégrale évidente 


p = const, % — Const, 


décrivant la distribution uniforme des contraintes. 

Pour trouver les fonctions arbitraires il faut définir les valeurs 
de æ et % le long d’une certaine courbe C sur le plan x, y. La solu- 
tion de ce problème de Cauchy sera indéterminée si la courbe C 
est elle-même une caractéristique. 
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Considérons la discontinuité de la vitesse le long d'une ligne quel- 
conque L (fig. 165). Admettons que la partie droite (+) du col se 
déplace par rapport à la partie gauche (—) à la vitesse w. Dans le 
système de coordonnées local n, {, on a les formules précédentes 
(53.24) pour les composantes de la vitesse de déformation. Comme 
Es = 0. la ligne de discontinuité suit la caractéristique (rappelons 
que le long de cette caractéristique E, = 0), c.-à-d. qu'elle est rectiligne 
et coïncide avec la trajectoire de la contrainte principale numériquement 
plus petite. Les directions », { sont donc principales et mn = 0, 
soit y = 5 . Ainsi, la discontinuité n'est possible que dans la compo- 

ss 
sante normale de la vitesse. 

Notons ensuite que la contrainte principale numériquement plus 
petite peut être discontinue le long de la caractéristique, la valeur de 
la discontinuité étant arbitraire dans les limites (0, ©.). Par exemple, 
pour le régime CD, ©, peut être discontinue le long de la caracté- 
ristique avec 0 << |[o,]| Lo, de << 04. 

4. Régimes C et F. Pour les régimes singuliers C et F, on'a: 


Gi == Oo = KOs (54.8) 


où x = +1 pour le régime C et x = —1 pour le régime F. Il s'ensuit 
des formules (53.3) que pour tout système de coordonnées cartésien- 
nes x, y On a! 


Ox — Oy—= KOs Try = 0. (54.9) 

Les équations différentielles d'équilibre (52.1) sont évidemment 
satisfaites. Ainsi, les régimes considérés correspondent à l’état de 
contrainte homogène hydrostatique (dans le plan x, y). Toute direction 
est principale pour la contrainte. Pour le régime C, les vitesses 
de déformation sont égales à E, = À, >0, E = À, > 0. 

Considérons dans un tel domaine la discontinuité de la vitesse 
le long d’une ligne quelconque L (fig. 165). Supposons que la première 
direction principale de la vitesse de déformation fasse un angle 
avec l’axe des nr. Conformément aux formules (52.8) et (53.24) on a: 

&e = M sin? p + À cos = 0. 

Donc, q = 0, À, = 0; les axes des » et t sont les axes princi- 
paux. alors mr = 0, c.-à-d. y = 5 . Ainsi, Le vecteur discontinuité 
v est normal à la ligne L, il n'y a pas de glissement relatif. L’orienta- 
tion de la ligne de discontinuité est arbitraire par rapport au champ 
de contraintes. 

Dans les champs envisagés, la discontinuité des contraintes est 
évidemment exclue (en raison de la condition 0* = 05). 

5. Régimes D, A (traction ou compression uniaxiale). Ici 6; = 
KO: Ce — 0. Portant les contraintes ©,, o0,, t., d’après les for- 
mules (53.3) dans les équations différentielles d'équilibre (52.1), 
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on trouve que l'angle de pente de la première direction principale 
est @ — const, ce qui correspond au champ d’une traction (ou com- 
pression) uniforme. Les vitesses de la déformation sont définies par 
les formules (52.18): 

h=h the, be = —h, Es = —h. 
avec À > 0, À, > 0. 

Considérons maintenant la discontinuité de la vitesse le long 
d'une ligne quelconque L (fig. 165, c). Admettons que la première 
direction principale fasse toujours un angle q avec l'axe des n. 
Les vitesses principales de l'allongement dans le col sont données 
par les formules (53.26), par conséquent 


SZ U+siny=hthe, 5 (i—sin y = — À. 


La vitesse de l'allongement étant nulle le long du col, on aura 
donc: 
Es = (Ai + À) sin? p— M cos? p — 0. (54.10) 
Eliminant entre les dernières relations _ A et À, on trouve 
que sin y = cos 2p, d’où 
=+— 2, (54.11) 


c.-à-d. que la contrainte principale 0, = 6, s'exerce dans la direc- 
tion 1 qui est la bissectrice de l’angle entre la normale à la ligne 
de discontinuité et le vecteur vitesse v. 

T 


Notons que, en vertu de (54.10), on a tg° ® < 1,c.-à-d. |®| < z 


Dans ces limites, la direction de la ligne de discontinuité de la 
vitesse est arbitraire par rapport à la contrainte de traction (!). 
Quant au vecteur discontinuité vw, il est orienté suivant (54.11). 
Dans le cas général, l'amincissement et le glissement se produisent 
simultanément. Si la ligne de discontinuité est normale à la direc- 
tion de la traction (g — 0), il ne peut donc pas y avoir de glissement 


(x=5) , et seul un col se formera. 


Les composantes de la contrainte sont continues sur la ligne de 
discontinuilé des vitesses. 

On verra aisément par la suite que la ligne de discontinuité 
des contraintes est parallèle à la direction de la traction, avec of =6, 
à droite de cette ligne et oï — —0, à gauche (cf. fig. 39). Le champ 
de vitesses est continu le long des lignes de discontinuité des contraintes. 


(*) Ce résultat ne s'accorde pas avec les observations (cf. pa ragraphe 53.8) 
et souligne une fois de plus que le schéma d'écoulement en régime singulier est 
plus ou moins conventionnel. 
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Les résultats cités (compte tenu des changements évidents des 
notations) sont reportés sur deux autres régimes uniaxiaux B et E. 

6. Champ à symétrie axiale. Envisageons l’état de contrainte 
à symétrie axiale en l'absence de torsion (c.-à-d. pour t,9 = 0). 
o, et ©, seront les composan- 
tes principales du tenseur des 
contraintes. La solution dé- 
pend du régime en jeu. Pour 
fixer les idées, arrêtons-nous 
sur le problème de la plaque 
infinie à ouverture circulaire 
(fig. 169) que nous avons déjà 
examiné dans le paragraphe 
précédent pour la condition 
d'écoulement de von Mises. 

Si la pression intérieure 
agit sur le contour de l’ouver- 
ture r —aet si les contraintes 
sont nulles à l'infini, on aura 
alors 6, << 0, 69 > 0 au voisi- 
nage de l’ouverture et la so- 
lution sera la même que pour le cas de la déformation plane. 

Si, à l'infini, la plaque à ouverture libre éprouve une traction 
uniforme, les contraintes o,, 64 auront le même signe (ce qui découle 
de l'analyse du problème élastique) et la condition d'écoulement 
a la forme 


Fig. 169 


Op = const = O.. 
La condition aux limites est: 
0, = 0 pour r = a. 


Il résulte alors de l'équation différentielle d'équilibre pour la con- 
dition aux limites indiquée: 


Le problème se rapporte au type parabolique et l'unique famille 
de caractéristiques représente un faisceau de droites issues d’un 
centre (fig. 169). Sur la même figure on a montré la distribution 
des contraintes qui ne se distingue que très peu du champ de con- 
traintes pour la condition d'écoulement de von Mises. 

7. Notes sur la frontière rigide-plastique et sur les discontinuités. 
La frontière rigide-plastique confinant à la zone hyperbolique (régimes 
DE, AB) passe par la caractéristique (ligne de glissement en l'occur- 
rence). Par contre, si la ligne de partage limite l’état parabolique 
(régimes CD, EF, . ..), elle passe également par la caractéristique. 
La démonstration est analogue à celle présentée à la fin du para- 
graphe précédent. 
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Les cas de discontinuité envisagés plus haut ne sont pas exhaustifs. 
En principe, le régime d'écoulement peut être quelconque de part 
et d'autre de la ligne de discontinuité, et il convient d'examiner les 
différentes variantes possibles. Nous passerons sur ce sujet en nous 
référant au livre [*] où les discontinuités sont envisagées en détail 
pour la condition de plasticité de Saint-Venant. 


55. L'ÉQUILIBRE ÉLASTO-PLASTIQUE D'UNE PLAQUE 
À OUVERTURE CIRCULAIRE SOUS L'EFFET 
D'UNE PRESSION UNIFORME 


Examinons à titre d'exemple simple le problème élasto-plastique 
à symétrie axiale pour une plaque infinie à ouverture circulaire. 
Une pression uniforme p est 
appliquée au contour de l’ou- 
verture r = a (fig. 170).. 

1. Etat élastique. Lorsque 
la valeur de la pression p est 
petite, la plaque se trouve 
dans un état élastique et les 
contraintes (en coordonnées 
polaires r, 6 où 8 est l'angle 
polaire) seront 


œ=—p(+}", = 


Domaine élastique 


Domaine 
plastique 


—. il Te 
(2) 


SL) ALL 
Ainsi, un état de cisaillement 
‘4 pur se manifeste dans la pla- 
p rh que lorsqu'elle est sollicitée 
! par des déformations élasti- 
ques. La contrainte tangen- 
tielle maximale et l'intensité 
des contraintes tangentielles 


2 


(55.1) 


Fig. 170 


sont égales à T —p (+ , et la déformation plastique apparaît pour 


la première fois sur le bord de l'ouverture pour une pression p — 
= ts —= k. Avec l'accroissement de la pression, les déformations 
plastiques se répandent dans l’espace annulaire a <r<c, dont 
le rayon c est à déterminer. Il est évident que dans le domaine élasti- 
que r >c les contraintes seront: 


= —k(£), o=k(<). (55.2) 


2. Equilibre élasto-plastique pour la condition d'écoulement de 
von Mises. La solution du problème à symétrie axiale dans la zone 
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plastique a été obtenue dans le paragraphe 53.5. Sur la frontière 
r = c les contraintes sont continues et correspondent à l’état de 
cisaillement pur, c.-à-d. 


EL 4 
D pour r =c. 


Déterminant à partir de cette condition la constante arbitraire 
dans la solution (53.19), on obtient : 


(sas 2) in. (55.3) 


Posant ici r — a, on trouvera la valeur w, correspondant à c en 
question ; la pression sur le bord de l'ouverture est déterminée d’après 
la formule (53.18) pour o, lorsque w — «w,. On s'aperçoit aisément 


EL a C ‘ 
que oo > 7 et croît avec (=) . La pression p augmentera alors en 


> : 5 : 
atteignant la valeur maximale de 24 pour w, = 5% L'accroisse- 


ment ultérieur de la pression et l'extension de la zone plastique sont 
impossibles; un épaississement se produit sans encombre au bord 
de l'ouverture à cette pression maximale p = 2k (certes, pour de 
petites déformations). Pour le montrer, nous négligerons les défor- 
mations élastiques constatées au bord de l'ouverture, et alors confor- 
mément à (52.3) 


8, +20 0r &6 = 0. 
D'où, utilisant la condition d’incompressibilité : 


Er + &o + E: = 0, 


on trouve la vitesse de l’épaississement relatif de la plaque 
= rte € (a =). 


209 — 07 
A la pression maximale p = 2k, les contraintes au bord de l'’ou- 
verture r — a (cf. fig. 157) seront: ©, — — 2k, og — — k et, évi- 


demment, £, — oo. On obtient à partir de (55.3) le rayon maximal 
de la zone plastique pour r = a, w = 51: 
(075. 
& /max 


Les équations dans la zone plastique sont hyperboliques; pour 
la pression maximale p — 2k, les caractéristiques des familles «&, f 
ont un point de contact sur le cercle r — a (p = 0), ce qui correspond 


au point parabolique «© = e x sur la figure 157. Les caractéristi- 
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ques sont orthogonales sur la frontière r — c. La distribution des 
contraintes est montrée sur la figure 170. 

3. Equilibre élasto-plastique pour la condition d'écoulement de 
Tresca — Saint-Venant. En l'occurrence, le régime DE est réalisé 
au bord de l'ouverture (fig. 159) et la condition d'écoulement a la 
forme] 


Op — 0, — 2k, 


où 24 — o4. À partir de l'équation différentielle d'équilibre (53.14) 
et des conditions de continuité sur le cercle r — c, on obtient: 


= —k(1+2n+), oo=k(1—2In<). (55.4) 


Selon la condition d'écoulement, la valeur de la contrainte radia- 
le o, ne peut être supérieure à 6, (cf. fig. 159); d’autre part, à partir 
de (55.4), on trouve le rayon 
maximal de la zone plastique: 


(Era 1:65. 


Lés distributions des con- 
traintes élastique (en pointillé) et 
élasto-plastique (en ligne pleine ; 


1 


Fig. 171 Fig. 172 


<= 1,40) sont montrées sur la figure 171 où sont représentées 


aussi les courbes des contraintes résiduelles 0?, o$ qui apparaissent 
lorsque l’on supprime la pression. 

Notons que la contrainte résiduelle radiale 0° est une contrainte 
de compression. Cette circonstance est couramment utilisée dans la 
construction mécanique pour fixer les tubes dans des tôles (plaques) 
planes (ou gauchies) par mandrinage. Cette opération consiste à éva- 
ser de l’intérieur l'extrémité du tube Z (fig. 172) introduite dans 
l'ouverture de la tôle 2. Après l'éloignement de l'outil (suppression 
de la pression), le tube se trouve solidement fixé dans la tôle (cf. 
[5], ch. XXXIII). 
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56. EXTENSION D'UNE PLAQUE AFFAIBLIE 
PAR DES RAINURES 


Considérons (pour la condition d'écoulement de von Mises) 
deux problèmes sur la traction d’une plaque affaiblie par des rainu- 
res. La solution de ces problèmes a été obtenue par R. Hill [1%]: 
les rainures sont supposées suffisamment profondes. 

1. Extension d’une plaque à rainures circulaires. Soit une plaque 


s 


affaiblie par des rainures symétriques à base circulaire de rayon a 


Fig. 173 


(fig. 173). Des champs de contraintes à symétrie axiale apparaissent 
au voisinage de la partie circulaire du contour (grâce à l’hyperboli- 
cité des équations dans ces domaines, les champs de contraintes sont 
entièrement définis par la forme du contour libre). Par conséquent, 
les contraintes dans ces zones seront décrites par les formules (53.18), 
la distance r du centre O et la fonction w étant liées par l'équation 
(53.21). Il est évident que ces champs peuvent être prolongés de part 
et d'autre, mais à une distance maximale r — 2,07a = c,; dans ce 
cas limite, l'angle d'ouverture de la partie circulaire de l’arc AB 
ne doit pas être inférieur à 38°%56'. 

Soit hk < 1,07a; alors les champs, qui se propagent à partir de 
chaque rainure, ont un point de contact au centre C (fig. 173, a). 
Pour que la construction puisse se réaliser, l’arc AB doit présenter 
un angle d'ouverture suffisant (en particulier, la construction est 
toujours possible si l’angle d'ouverture est > 38°56’). Utilisant 
l'équation différentielle d'équilibre (53.19) et intégrant par parties 
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on trouve la charge limite 
a+h 
Peso | O9 dr = 2 (a+ h) (0r)r=a4n. (56.1) 
a 
La charge limite élémentaire est égale à P° = 20,h—2 V3 kh. 
Le rapport P,/P£ (facteur d'amplification) peut ètre représenté de 
façon approchée par la formule 


Ps 
Ps 


h 
h+a 


Les caractéristiques se confondent au centre C pour k — 1,07a. 

Par la suite, pour k > 1,07a, les domaines plastiques à symétrie 
axiale ne changent pas et sont reliés suivant l’axe des x par un col 
(fig. 173, b), qui correspond à un point parabolique 
sur l’ellipse d'écoulement (fig. 157). Le long du col. 
on a: 


# 1+- 0,23 (o <+<1,07). (56.2) 


0, —=k, 6e — 2k. 


A l’aide de (56.1) on calcule facilement la charge limite 
a+h 
P,=2 [ cedr=°2k(a+2h—c) 


a 


et le facteur d'amplification 


FÉ 2M15—0,04€ (k>1,07a). (56.3) 
Fig. 174 Pour conclure, nous fixerons notre attention sur 
deux remarques. 

En comparant les résultats obtenus avec le facteur d’amplifica- 
tion correspondant (41.4) dans le cas de la déformation plane, on 
découvre que le facteur d'amplification est légèrement inférieur lorsque 
l'on y a affaire à un état de contrainte plan. 

Les parties supérieure et inférieure de la plaque se déplacent ri- 
gidement dans la direction de l’action des charges. La vitesse est 
discontinue et des cols se forment le long des lignes de séparation 
passant par les caractéristiques. 

Les observations de B. Hundy {*f] sur l'extension d’une plaque 
de cuivre affaiblie par des rainures circulaires (fig. 174) confirment 
cette conclusion qualitative. Le col se prête bien à une observation 
au stade de la déformation précédant la rupture. 

2. Extension d’une plaque à rainures angulaires. La plaque est 
affaiblie par des rainures angulaires symétriques (fig. 175). Seuls 
les domaines de la traction uniaxiale uniforme peuvent être contigus 
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aux côtés rectilignes libres des rainures et 4 — 1, — 54°44’. Envisa- 
geons le schéma de la solution montré sur la figure 175, a. Un champ 
centré (53.16) avoisine le domaine de la traction uniforme. Selon la 
condition de continuité des contraintes, l’angle 6 sera compté à par- 
tir de l'axe polaire 0’O” conformément à la figure 163. L'aire rhom- 
boédrique ABCD est le domaine de l’état de contrainte homogène, 
les contraintes tangentielles étant nulles suivant la ligne AB pour 


P 


26 


P 
6) 


[Fig. 175 


des raisons de symétrie. Mais alors p est l’angle formé par la direction 
principale et l'axe des r passant par la ligne BD; cette dernière 
est définie par l'angle 0 = 8.. 

Egalant les contraintes exprimées par les formules (53.3) aux 
contraintes d'après (53.16) pour 8 = 6,, on trouv:: 


tg 2p = 2 tg 0. (56.4) 
I1 découle de la construction présentée sur la figure 175. a que 
p = 01 — (ô + 21 — a). 
Ainsi, l’angle 6, est tiré de l’équation 
2 tg 61 + tg 2 (Ô + 21 — 6,) = 0. (56.5) 


Connaissant 6,, on trouve aisément les contraintes principales 
dans le domaine ABCD moyennant les formules (31.4) et (53.16) 


O4, = (3 cos & + V1+3sin’6;). (56.6) 


BLa construction est possible si @ > 0. Lorsque g = 0, il découle 
de (56.4) que 8, = 0. Ainsi, ô > x — 21 — 70°32’. Le facteur d'am- 
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plification sera alors égal à 
Ps (3cos@+VT+3sm 0), (5 —2m<<E). (56.7) 


Pr 273 

Lorsque 6, — 0, l’ensemble de la construction dégénère en une ligne 
de discontinuité (col) longeant AB ; les deux familles de caractérisli- 
ques se confondent en une seule (cf. fig. 163). Cette solution montrée 
sur la figure 175, b se conserve également pour des rainures plus 
aiguës, quand Ô << 70°32’. Le long de AB on a 68 = 2k, 6, = k 
et le facteur d'amplification sera maintenant égal à 


a mt. 621082 (56.8) 


57. FLEXION D'UNE PLAQUE À ENTAILLE UNILATÉRALE 


s 


Considérons la flexion d’une plaque à entaille unilatérale 
{fig. 176) en nous bornant à l’examen du cas où l’entaille est angulai- 
re. La construction du champ de caractéristiques est montrée sur 


22 


À 
re 


ee 2605060) 
GRR ARR) 


Fig. 176 


la figure 176, a. A la frontière rectiligne inférieure confine un triangle 
de compression uniaxiale uniforme de— V3k. A l’entaille, le champ 
est le même que dans le problème précédent (fig. 175, a). La contrain- 
te normale sur la ligne AB est égale à o, conformément à (56.6), 
l'angle 6, étant trouvé à partir de l'équation (56.5). 

La position du point B (caractérisée par le segment h,) est déter- 
minée par la condition de nullité du vecteur principal de contraintes 
agissant dans la plus petite section transversale, à savoir: 


Oil — 08 (k — 1) = 0 (os = V3). 
Le moment fléchissant limite est égal à 


M, = St + Re, 
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Pour une plaque lisse de hauteur k le moment limite est égal 
à M9 = Îe k°. Le facteur d'amplification est égal à 


M _ 20: 
DENT LES Se 


Comme dans le paragraphe précédent, la solution est vraie pour 
ô > x — 2, — 70°32’. Lorsque 8 — x — 2y,, l’ensemble de la 
construction situé au-dessus du point B dégénère en une ligne de dis- 
continuité (col) longeant AB. Lorsque 6 < x — 2ÿ,, la solution 
s’accomplit suivant le schéma montré sur la figure 176, b. Les con- 
traintes dans le col sont égales 
à 6, = 2k, 63 — k. On s'aper- 


çoit aisément que ME 
106 
h _ V3 
Ér n EPE 
2+ V3 104 
et le facteur d'amplification est 
constant L02 
Me 4 ps 
= ————— = 1,072. 
M3 24 V8 | 
(57.2) * 90° 70° 50° F2 10° © 
La courbe du facteur d’am- Fig. 177 


plification en fonction de l'angle 

de l’entaille est représentée sur la figure 177. Dans l’état limite, 

les parties rigides de la plaque tournent par rapport au point B. 
Le problème sur la flexion d’une plaque à ouverture circulaire 

(cf. [*51]) est un peu plus compliqué. 


Exercices du chapitre VI : 


1. Considérer l’état élasto-plastique d’un disque rond d'épaisseur constante 
tournant npenens pour la condition d'écoulement de Tresca — Saint-Venant. 

A quelle vitesse angulaire obtiendra-t-on un état plastique pur? 

2. Envisager (dans les conditions de l’état de contrainte plan) la flexion 
d'une console courte sous l'effet d'une force (fig. 119) pour le premier type de 
champ de vitesses (c.-à-d. pour les consoles « longues ») en utilisant les solu- 
tions montrées sur la figure 163. 

3. Montrer, en cherchant les solutions des équations différentielles d'équi- 
libre et de la condition d'écoulement de von Mises indépendantes du rayon vec- 


teur r. que la fonction # = s° + (F): où s — 09, satisfait à l'équation 
2 
(+) + A2v — 48k = 0. (+) 


18-0653 
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4. Montrer que l'intégrale particulière w = 4k° de l'équation (*) conduit 
à la solution de Hill (53.16) comportant une constante arbitraire. 

5. Montrer que l'intégration de l'équation (*) conduit à la solution à deux 
constantes arbitraires B, w: 


0e—=AÀ4 +B cos 2 (0+ 6), 6, =A4 — B cos 2 (0+w), t,9—=B sin 2 (8+w), 


où A1 = 3 (x — B?). 

6. Envisager le problème portant sur la flexion d’une plaque à deux_en- 
tailles angulaires (cf. paragraphe 57, fig. 176). 

7. Envisager le problème portant sur la flexion d’une plaque à une ouver- 
ture circulaire pour le cas où le champ de compression (fig. 176, a) a un point 
de contact B avec le champ à symétrie axiale. 

8. Trouver la charge limite lors de la flexion d’une console (fig. 119) sous 
l'effet d'une pression répartie uniformément sur la face supérieure. 

9. Idem pour une poutre à deux appuis. 


CHAPITRE VII 


DEFORMATION À SYMÉTRIE AXIALE 


58. ÉQUATIONS DE LA DÉFORMATION À SYMÉTRIE AXIALE 
POUR LA CONDITION D'ÉCOULEMENT DE VON MISES 


Généralités. Les problèmes à symétrie axiale de la théorie de 
plasticité présentent un grand intérêt pour les applications. Suppo- 
sons que l’axe d’un corps de révolution envisagé se confonde avec 
l'axe d’un système de coordonnées cylindriques r, q, z, et les charges 
(ou déplacements) données possèdent également une symétrie axiale. 
La déformation d’un tel corps sera alors à symétrie axiale, les com- 
posantes de la contrainte et du déplacement étant indépendantes de 
l’angle polaire 9. 

Supprimons de l'analyse le problème de la torsion du corps; 
la torsion des barres rondes de diamètre variable fera l’objet d'un 
examen sommaire dans le chapitre 
VIII (paragraphe 66). On peut alors 
admettre l’absence de la composante 
tangentielle de la vitesse 


vy = 0 dz. 
et les composantes de la contrainte 


Tro = Te = 0. 


Les composantes non nulles de la 
contrainte G,, Opr Oz: Tr: (fig. 178) 
et les composantes de la vitesse v,, v, 
(que nous désignerons par la suite . 
par u et w dans le présent chapitre) Fig. 178 
sont fonctions des coordonnées r, 2. 


En l'absence de forces massiques, les équations différentielles 
d'équilibre ont la forme: 


us EL RME à =0, 
D ar 


(58.1) 


18* 


276 DEFORMATION À SYMÊTRIE AXIALE [CH. VIL 


Les composantes de la vitesse de déformation sont définies par 
les formules : 


ôu u ôu dw 
Er = =, be, Mint. (58.2) 


A ces équations il faudra joindre les équations de l’état plasti- 
que. Il est facile de le faire, mais, compte tenu des difficultés de la 
solution, nous nous bornerons à analyser ici les équations d’un corps 
rigide-plastique. 

Les problèmes à symétrie axiale « unidimensionnels », pour les- 
quels l’état de contrainte de déformation ne dépend que d’une varia- 
ble indépendante, le rayonren l'occurrence, sont relativement sim- 
ples (bien qu'ils nécessitent parfois l'application des méthodes numé- 
riques). Ils ont déjà été traités ici (sphère creuse et tube cylindrique 
sous l'effet d’une pression, équilibre à symétrie axiale d'un voile, 
etc.). Dans ces problèmes, on peut tenir compte des déformations 
élastiques, de l’écrouissage et d’autres propriétés mécaniques. 

L'analyse du problème général à symétrie axiale, même pour le 
corps rigide-plastique, se heurte à de grandes difficultés mathéma- 
tiques, ce qui nous conduit à rechercher différentes simplifications 
éventuelles dans l'énoncé du problème. 

2. Relations de Saïint-Venant — von Mises. Pour le corps rigide- 
plastique, il faut partir des relations de Saint-Venant — von Mises 
(13.12) qui, dans le cas de symétrie axiale considéré, prennent la 
forme : 


Er _ Or—0 Ée _ Op—0 E: _ Oz—0 Mrz Trz (58 3) 
H 2x, ? H 2Ts ? H 2%, H Ts: ” ° 


où l'intensité des vitesses de déformation de cisaillement est égale à 


H=V TV Et} + EE) + EE) + En. (584) 


Les composantes de la contrainte, représentées par les formules 
(58.3), satisfont à la condition d'écoulement de von Mises 


(0, — 04)? + (09 —0:)? + (0: —0,)° + Gté. = Gti. (58.5) 
Les composantes de la vitesse de déformation vérifient l'équation 
d’incompressibilité : 
ôu u dv k 


Les relations écrites forment avec les équations différentielles 
d'équilibre un système de six équations à six fonctions inconnues 
Ors O gr Ozr Trzs , W. Dans le cas général, ce système est elliptique 1°]. 

Notons qu'il n’y a que trois équations aux contraintes (58.1), 
(58.5) pour trouver les quatre composantes de la contrainte o,, 
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O gr O2: Tr: À la différence des cas de la déformation plane et de l’état 
de contrainte plan, le problème à symétrie axiale n’est pas un pro- 
blème à détermination statique locale ; l'analyse séparée des champs 
de contraintes et de vitesses est donc exclue dans le schéma envisagé. 

Quelques solutions particulières exactes sont obtenues par la 
méthode semi-inverse. Nous noterons ici le problème de l'écoulement 
d'une masse plastique dans le cône circulaire (V. Sokolovski [53]), 
le problème relatif à la compression d’un cylindre par des efforts ré- 
partis sur les faces latérales suivant une loi déterminée (Hill [*]) 
et le problème portant sur le refoule- 
ment depuis une bague cylindrique en 
compression (Hill [*]). On possède 
des solutions approchées de plusieurs 
problèmes pratiques importants, qui 
sont fondées sur diverses hypothèses 
complémentaires. 

3. Condition de plasticité totale. 
On doit à Hencky [“*] un des procé- 
dés permettant en quelque sorte de 
surmonter les difficultés apparues et 
qui est devenu d’un usage courant dans 
les calculs technologiques. 

Il proposa d'admettre que dans AUS 
l'état de contrainte à symétrie axiale Fig. 179 
on voit se réaliser le régime dit régime 
de plasticité totale lorsque deux contraintes principales sont égales. 

La contrainte 6, est évidemment la contrainte principale. Dé- 
signons par O1, + (01 > 02) les contraintes principales dans le plan 
r, 2 (fig. 179) et par + l'angle entre la première direction principale 
et l'axe des r. On aura alors: 


Or, O:=pæ+gcos 2, 7Tt,,—gqsin 2, (58.7) 


où l'on a posé 
l Û 
P= (C++ 02), g=-5 (01 —02). 


La condition o, — 6, conduit à un état de contrainte très parti- 
culier (cf. paragraphe 59, régime 4). C'est pourquoi on suppose que 
GO == 61 (ou 6.) dans le régime de plasticité totale. Superposant la 
pression hydrostatique o — — 0, sur cet état, on en vient à l’état de 
contrainte 


0, 0, Os — Oj. 


correspondant à une fraction ou compression uniaxiale. Ainsi, dans les 
conditions de plasticité totale, l’état de contrainte se trouve sur une 
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des arêtes du prisme d'écoulement de Tresca — Saint-Venant (fig. 14); 
on voit aisément qu'on a ici Tmax — + O1 — Goelet T — 7 mar. 


La condition de plasticité totale simplifie beaucoup le système 
d'équations pour les contraintes et conduit au problème à détermina- 
tion statique locale pour l'état de contrainte. 

En effet, nous avons maintenant pour quatre composantes de la 
contrainte quatre équations, à savoir: les équations différentielles 
d'équilibre (58.1), la condition d'écoulement (58.5) et la condition 
O1 —=0% Le système d'équations pour les contraintes sera alors du 
type hyperbolique; ses caractéristiques coïncident avec les lignes 
de glissement ; l’analyse détaillée de ce système est envisagée dans 
le paragraphe suivant (régime B). Au moyen de procédés analogues 
aux procédés appliqués dans le cas de la déformation plane, on peut 
examiner divers problèmes particuliers. 

L'analyse du champ de vitesses d’après les relations de von Mises 
ne semble pas possible à exécuter étant donné que le système 
d'équations s'avère redondant. D'ailleurs cette difficulté disparaît 
lorsque l'on passe à la condition d'écoulement de Tresca — Saint- 
Venant et à la loi associative de l'écoulement (cf. paragraphe 59). 
Néanmoins, dans le cas général il est impossible de construire la solu- 
tion du problème à symétrie axiale pour la seule condition de 
plasticité totale. Cette condition peut cependant satisfaire à certains 
problèmesTparticuliers (cf. paragraphes 60 et 61 ci-après). Notons 
que, pour le corps continu, nous avons 6, = ©, sur l’axe de symétrie 
Oz. Cette relation est parfois vérifiée de façon approchée dans l’en- 
semble du corps. 

I1 semble donc que les solutions pour la condition de plasticité 
totale donnent dans certains cas une approximation admissible de la 
charge limite. 

Conformément à l'hypothèse de la plasticité totale, le problème 
de l’enfoncement d’une sphère rigide dans un milieu plastique a été 
étudié par A. Ichlinski [21]; ce problème est intéressant en parti- 
culier vu la méthode connue des essais de dureté des matériaux de 
Brinell. 

La condition de plasticité totale est couramment utilisée dans les 
calculs technologiques pour le traitement des métaux sous pression 
(forgeage, estampage, pressage, cf. [*?:%%]). 


59. ÉQUATIONS DE LA DÉFORMATION À SYMÉTRIE AXIALE 
POUR LA CONDITION D'ÉCOULEMENT 
DE TRESCA — SAINT-VENANT 


1. Relations principales. L'énoncé mathématique des problèmes 
se simplifie lorsque l’on passe à la condition de plasticité de Tresca — 
Saint-Venant et à la loi associative de l'écoulement ; les avantages 
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sont particulièrement importants pour les problèmes aux directions 
principales connues. 
La condition d'écoulement aura maintenant la forme: 


Tmax = CONSt — k (2k = 6:), (59.1) 


avec 2Tmax = MAX (|O1— 02, [O2 —Oyl (C9 — 01l). Dans l’es- 
pace des contraintes principales, cette condition définit la surface 
d’un prisme hexagonal régulier 
(fig. 14). Selon la loi associative 
le vecteur vitesse de déforma- 
tion est dirigé suivant la nor- 
male à la surface d'écoulement, 
mais l’écoulement reste indéter- 
miné le long des arêtes du pris- 
me (cf. paragraphe 16). 

Conformément à la condition 
d’incompressibilité 

Er + Éo + 8: = 0. (59.2) 

La contrainte tangentielle ©, 
est la contrainte principale (6, = 
= O3). Considérons la section du 
prisme de Tresca — Saint-Venant 
par le plan 6, = const. On aura 
alors l’hexagone qui est montré sur la figure 180; les coordonnées 
de son centre O, sont égales à (0,4, © D 

La condition d'écoulement et les vitesses de déformation princi- 
pales dans divers régimes sont données dans le tableau ci-après, 
où À;, À. sont des fonctions scalaires non négatives arbitraires (cha- 
que régime possédant ses fonctions). 

Passons maintenant à l'analyse détaillée des écoulements dans 
différents régimes. 

. Régime 4. Ici 60, = 0, et il se réalise, comme nous l'avons 
déjà noté, un cas très particulier de l'état de contrainte. Notamment 
a= 0 et, conformément à (58.7), on a +v,, — 0, tandis que 6, — 

= p. Intéyrant maintenant les équations différentielles d’équi- 
libre (58.1), on obtient : 


G=2kin, 09=0—2k, (59.3) 


où c> 0 est une constante arbitraire. En vertu de la loi de l’écoule- 
ment, on a &, < 0 et donc u < 0. Les contraintes tangentielles 
étant absentes “ans le plan r, 3, les projections de la vitesse u et w 
sont les fonctions continues de r, z (car la discontinuité de la compo- 
sante tangentielle de la vitesse ne peut se produire que sur une sur- 
face de glissement où tnax = # 
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Condition d’écoulement et vitesses de déformation 


Vitesses de déformation principales 
Régime Condition d'écoulement 


O1 — 09 = 2k (04 > O2 > 0) 


C2 —0p—= —2k (09> 0102) 
O1—02=2k (01 > 09 > 02) 


O2 = Op = 03—2k 


Le régime D est analogue au régime À envisagé. 
3. Régime AB. Dans ce cas E,<0, par conséquent, u 0. 
On a par la suite: 


E, = 0. (59.4) 


Les vitesses de déformation principales étant égales à 
- 1 1 TRES ENT EEE 
hi, = (Gr +E) + VE E) + 0, 


la condition (59.4) conduit à l’équation différentielle 


ôu ôw ôu |, dw \2 nee: 
1 (te) 604) 
Joignant ici la condition d’incompressibilité 
du u dw 
et 0, (59.6) 


on aboutit à un système de deux équations définissant les vitesses 
u et w pour u & 0. Si le champ de vitesses est trouvé, on déduit les 
contraintes des équations différentielles d'équilibre (58.1), de la con- 
dition d’écoulement 


Gi — 09 = 2, (59.7) 
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ainsi que de la condition de coaxialité de la contrainte et de la vi- 
tesse de déformation. Ainsi, ce cas est à détermination cinématique 
locale. 
Un écoulement analogue a lieu pour le régime CD (mais u > Ü). 
Revenons à l’analyse des équations (59.5) et (59.6) pour les vites- 
ses. Soit u Æ 0; on aura la solution élémentaire w — const pour 
u = 0. 
L’équation d’incompressibilité (59.6) peut être représentée sous 
la forme 


_ (ru) += 2 (rw) = 0. 


Il est évident que l’on peut introduire le potentiel de vitesse 


14 9V 1 oV 


Laser TX ? Dee T° (59.8) 


pour lequel on tire de (59.5) l'équation différentielle 
&V =. &V 1 LA 2 &V OV En 14 =0 
( Or Or 7) 7e | ôrdz r 0: F)= ° 


Pour définir le type de cette équation, on cherche à savoir s’il est 
possible de construire une solution au voisinage d’une ligne L quel- 
conque pour les valeurs des vitesses uv, w définies sur cette ligne 


(c .-à-d. les valeurs des dérivées Le +) Le long de la ligne L on a: 


(59.9) 


ôr 


ôV 4 &V É 
d ( 7)= Fe dr+ ed d()= ôr 95 dr+ 5 ds. 

A partir de ces relations et de l’équation (59.9), on peut calculer 
le long de Z les dérivées secondes du potentiel V. Ecrivant ensuite 
les accroissements des dérivées secondes le long de L et utilisant 
(59.9), on s'aperçoit aisément que les dérivées du troisième ordre ne 
sont pas définies de façon unique si la courbe L est telle que le long 
de cette courbe est vérifiée l’une des deux relations suivantes: 


Î dv CA 14 0V z Ca 
ee) + 
4 9V : dv 
Fr r où bien — HE" 
On peut, à l’aide de (59.8) et des formules connues 
És, E + (&i + +) STE ri —E) cos 2, } (59.10) 
Nr: = ë —E:) sin 2e 


où + est l’angle entre la première direction principale de la vitesse 
de déformation et l’axe des r (fig. 181), représenter ces équations sous 
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la forme 
soit + =tgY, (lignes a), 
A (59.11) 
soit = —cotgw+, (lignes B). 


De la sorte, l'équation (59.9) a deux familles différentes de carac- 
téristiques; ces dernières sont orthogonales et sont confondues avec 
les trajectoires des directions principa- 
les de la vitesse de déformation. Le 
long des caractéristiques les relations 
ont une forme assez complexe; nous 
passerons sans nous arrêter sur leur 
déduction (cf. [!#*]). La solution de 
différents problèmes aux limites pour 
le potentiel de vitesses V peut être 
obtenue par la méthode des différen- 
ces finies de Massot. 

Passons maintenant au système 
d'équations pour les contraintes consti- 
tué par les équations différentielles 
d'équilibre (58.1) et la condition 
d'écoulement (59.7). Cette dernière 
peut être écrite également sous la 
forme 64 = p + g—2k. Portant cette 
valeur de 6, et les contraintes ©6,, 6,, t,, conformément à (58.1) 
dans les équations différentielles d'équilibre, on en vient au 
système : 

1 


= 2g | sin 2ÿ  _ cos 2p-2+ —L (25 g+gcos 2), | 
ôr oz Tr 


ôp C'ER l 9q … 
HT M ET DS 


z 


Fig. 181 


ôp ôg 2q) 
7 +5 C0S 24 + sin 2 


(59.12) 


se V7 
= —2q (cos 29 2 + sintèp SE) — Lasin 21. J 


Admettant que l’angle soit connu de la solution du problème 
cinématique, on obtient un système de deux équations pour les fonc- 
tions inconnues p, q. On trouve aisément (par exemple, au moyen 
d'un procédé « déterminant » ordinaire en faisant appel aux expres- 
sions pour dp, dg) que le système (59.12) est du type hyperbolique 
aux mêmes lignes caractéristiques (59.11). Ainsi, les équations pour 
les vitesses et les contraintes possèdent les mêmes caractéristiques 
qui sont les trajectoires des contraintes principales dans le plan r, z. 
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4. Régime BC. Ici 0, étant la contrainte principale intermé- 
diaire, nous aurons donc E,, — 0, c.-à-d. u = 0. 11 découle alors de 
l'équation d’incompressibilité que w ne dépend que de r : w = w (r). 
Ensuite, on trouve que E, — E. — 0,etn,. — w’ (r). Par conséquent, 
les directions des coordonnées r, z coïncident avec celles des éléments 
de la vitesse de cisaillement maximale. Les contraintes ©, = 6. 
et t,. — —+ k agissent sur ces mêmes éléments. Intégrant la seconde 
des équations d'équilibre, on obtient : 


G=0= + k +R (r), 


où À (r) est une fonction arbitraire. Il résulte maintenant de la pre- 
mière équation d'équilibre que 0, = LrR (r). 


Le régime envisagé est lié à un champ de vitesses trivial (u — 0, 
w = w (r)). 

5. Régime B. Il correspond à l’état de « plasticité totale » quand 
64 est égale à l’une des contraintes principales; dans le cas donné 
0Y—02. Comme nous l'avons 
déjà remarqué dans le para- Zz 
graphe précédent, nous avons 
maintenant quatre équations 
pour définir quatre compo- 
santes inconnues de la con- 
trainte, c.-à-d. que le pro- 
blème est à détermination stati- 
que locale. 

Le régime C est analogue 
au régime B, mais la plus 
grande valeur (dans le sens 
algébrique) de la contrainte y 
sera celle de la contrainte 
principale o, et o,=—0,. Les Fig. 182 
systèmes d'équations des régi- 
mes singuliers B et C étant analogues, il suffit donc d'examiner 
l’un d’entre eux. 

Pour fixer les idées, arrêtons-nous sur le régime C. Le système 
d'équations approprié pour l’état de contrainte a été étudié par 
Hencky. I1 comporte les équations différentielles d'équilibre (58.1), 
la condition de plasticité o1 — 0, — 2k et l'égalité o, = 01. Les 
lignes de glissement &, B (trajectoires tm21+) dans le plan r, z font un 


angle de F _. avec les directions principales (fig. 182). La contrain- 


te normale p — - (01 + 62) agit sur les éléments de glissement ; 
notons que p diffère de la pression movenne 6. 
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Il est évident que 6 = p +ket la pente de l'élément de glisse- 
ment 0 = ÿ— +. Portant ces valeurs dans les formules (38.7), 
on trouve: 

Or, 0-—=p + ksin 28, 
T,. = kcos 0. } 


Substituant les contraintes dans les équations d'équilibre (58.1), 
on obtient le système d'équations différentielles pour les fonctions 
inconnues p, 0: 


— 2k (cos 20% + sin 20 À.) = À (1--sin 20), 


(59.13) 


(59.14) 

ôp . {ain 90% 9 \ k 9 

5 — 2h (sin 20——— cos 20) = —— cos 26. 
En utilisant le procédé « déterminant » nous montrerons que ce 

système est hyperbolique. Soient p, 0 les valeurs des fonctions recher- 

chées définies le long d’une ligne quelconque Z dans le plan r. z. 

Pour la surface ei ne par L'on a: 


dp= dr+ Paz, 40% art du, (5945) 


les coefficients des ae (59.14) et (59.15) étant connus sur L; 
par rapport aux dérivées partielles, les équations données for- 
ment un système de quatre équations algébriques non homogènes 
linéaires. Si L est une caractéristique, le long de celle-ci les dérivé ées 
mentionnées sont indéterminées et, par conséquent, le déterminant 
du système algébrique cité et les numérateurs appropriés s’annulent. 
Egalant à zéro le déterminant du système, on trouve les équations 
différentielles des lignes caractéristiques : 


= tg6 (lignes «), 
dz (59.16) 
7 = —tot86 (lignes f). 


Ainsi, il existe deux familles de lignes caractéristiques orthogonales 
coïncidant avec les lignes de glissement. 

Egalant à zéro les numérateurs (dans les formules de Craemer), 
on obtient les relations le long des lignes caractéristiques : 


d (2 28 ) — (sin 60 + cos 8) € Le. —0 (sur la ligne a), 
(59.17) 
d (2+ 20 ) + (sin 0 + cos 0) À = 0 (sur la ligne $), 


où ds, dss sont des éléments de longueur le long des lignes & et f. 
Ces relations expriment les conditions de l'équilibre plastique de 
l'élément du réseau de glissement (fig. 182). 
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Ainsi, pour le régime en question. l'élaboration de la solution 
se réduit à l'examen d’une série de problèmes aux limites (problème 
de Cauchy, problème caractéristique initial, etc.). La solution peut 
être obtenue en appliquant la méthode des différences finies de Mas- 
sot (identiquement aux problèmes de la déformation plane, chapitre 
V). 11 faut tenir compte des discontinuités éventuelles du champ de 
contraintes. 

Penchons-nous maintenant sur la définition des vitesses u et w 
que l'on trouve à partir de l'équation d’incompressibilité (59.6) 
et de la condition de coaxialité 


sin 26 (+ +) + cos 20 (5-2) =; (59.18) 


Les restrictions E, < 0, E, > 0 doivent être alors satisfaites. Il 
découlera de la deuxième inégalité que u > 0. 

On s'assure aisément que le système d'équations pour les vitesses 
est également hyperbolique; ses caractéristiques sont toujours repré- 
sentées par les lignes de glissement (59.16). Le long des lignes carac- 
téristiques, les équations pour les vitesses prennent la forme : 


cos 0 du + sin 6 du dse = 0 (sur la ligne @), 


. (59.19) 
sin 8 du — cos 0 dw —- dsg = 0 (sur la ligne f). 


6. Considérations finales. L'analyse des écoulements pour les régimes 
DE. E, EF, F, FA se réduit à la répétition des résultats exposés plus haut 
à des modifications évidentes près. 

Les frontières des zones répondant à des régimes différents ne sont généra- 
lement pas connues d'avance, ce qui rend la solution du problème essentielle- 
ment plus difficile. Une analyse approfondie de la disposition des zones à régi- 
mes différents et l'observation de toutes les restrictions convenables et des 
conditions de compatibilité sont nécessaires pour l'élaboration des solutions; 
l'application correcte des solutions discontinues a une grande importance. 
Dans cette optique, les solutions erronées publiées dans plusieurs ouvrages 
représentent un bon avertissement [1]. 

On peut trouver dans diverses publications [5,142,173) l'analyse plus détail- 
lée de quelques aspects de la théorie générale et les solutions des problèmes 
particuliers; le lecteur y trouvera des références bibliographiques complémen- 
taires. 


60. ÊTAT DE CONTRAINTE 
D'UNE INTERCALATION PLASTIQUE MINCE EN TRACTION 
(COMPRESSION) 


1. Généralités. L'étude de l’état de contrainte d’une intercalation 
plastique mince fixée à des parties rigides est conditionnée par une 
série de raisons d'ordre pratique. Citons quelques exemples. 

La soudure (collage) travaille dans de telles conditions. On sait 
que la soudure est bien plus solide qu’une barre de section égale, 
exécutée avec le même matériau que celui du joint de soudure. 
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Les assemblages soudés dans lesquels le matériau du joint de sou- 
dure est beaucoup plus doux que le métal des pièces soudées sont par- 
fois avantageux. L'état de contrainte dans les intercalations minces 
a certaines particularités, ce qui peut éclaircir certains cas de destruc- 
tion, inattendus à première vue. 

Pour apprécier la solidité d’un métal, il est très important de 
connaître la valeur de la résistance à la rupture. Pour les métaux 
plastiques, il est difficile de mesurer cette caractéristique sur des 
éprouvettes standard ; on est obligé d'habitude de procéder aux essais 
à des températures très basses (pour réduire la plasticité). Néan- 
moins, si la traction s'exerce sur une éprouvette (fig. 183), constituée 

par deux parties cylindriques solides 7 
P (de diamètre 2a) qui sont soudées l’une 
à l’autre par une intercalation mince 
Z2(k< a) d'un métal plus doux, on 
aura alors, à une certaine charge P. 
une destruction fragile de l’intercala- 
tion (pour des déformations petites) 
suivant un plan »-# quelconque inégal. 
L'état de contrainte de l’intercalation 
étant connu, on peut déterminer la 
valeur de la résistance à la rupture. 

Notons en passant quelques parti- 
cularités de la traction d’une telle 
éprouvette. La différence des coeffi- 
cients d’élasticité étant négligeable pour 

Fig. 183 les aciers, nous considérons ceux-ci 
égaux par la suite. Pour le cas de la 
traction dans les limites de l’élasticité, l'éprouvette se trouve 
alors dans un état de traction homogène uniaxiale. La limite 
d'écoulement du matériau du disque (intercalation) une fois at- 
teinte, ce dernier passe entièrement et immédiatement à l’état 
plastique. Avec l’évolution des déformations plastiques, l’état de 
contrainte du disque dévie de plus en plus de l'extension uniforme 
et acquiert un caractère spatial complexe du fait que les parties « ri- 
gides » de l’éprouvette qui restent élastiques s'opposent à la défor- 
mation du disque. En même temps, des contraintes tangentielles se 
développent sur les plans de contact de la couche avec les parties rigi- 
des. La valeur maximale des contraintes est définie par la limite 
d'écoulement T.. 

Le cas de la déformation plane où la contrainte tangentielle atteint 
partout la limite d'écoulement sur la surface de contact a été étudié 
par Prandtl (cf. paragraphe 47). La solution de Prandtl se rapporte 
au stade final de l'écoulement plastique. 

Dans les conditions de la symétrie axiale, une solution approchée 
analogue pour le stade final peut être obtenue en modifiant légère- 
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ment la conclusion de M. Siebel relative à la compression d’un cylin- 
dre. Ci-après nous citons également l'analyse de l’évolution des con- 
traintes dans l’intercalation au fur et à mesure de l'accroissement de 
la charge. 

2. Stade final de l'écoulement. En nous basant sur l’image de 
l'état de contrainte selon la solution de Prandtl, admettons que les 
contraintes tangentielles atteignent la limite d'écoulement t, à la 
surface de contact, tandis que dans la partie principale de l’interca- 
lation les contraintes normales sont beaucoup plus grandes que les 
contraintes tangentielles (autrement dit, l’état de contrainte est voi- 
sin de l’état hydrostatique) et sont à peu près constantes suivant 
l'épaisseur. Notons ensuite qu’on a au centre (r = 0) o, = ©,. La 
dernière égalité est supposée vraie pour l’ensemble de l’intercalation. 
Introduisons les coordonnées sans dimensions p = r/a, & = za. 2 
étant compté à partir du plan moyen du disque, et les contraintes 
sans dimensions 0, æ 0,/0,, Op — OglOs O2 OO T Tr: te 
où 6, = V3t.. La condition de plasticité de von Mises prend alors 
pour le cas de la traction la forme suivante: 


G:—0,=V1—%. (60.1) 


Intégrant la première des équations d'équilibre (58.1) par rapport 
à = et tenant compte de ce que t,, = + +, pour z — + h, on obtient: 
do, CR URLS nu 
dp six z < 1): (60.2) 
Sur le contour p = 1 ©, = 0; cette dernière équation satisfaisant 
à ladite condition a pour solution 


1 
— (1— p). 
EP (— ep) 
La composante ©, est tirée de la condition d'écoulement (60.1); 
le second membre de cette condition étant nul sur les plans de contact 


et l’intercalation étant mince, on peut considérer de manière appro- 
chée que partout dans l'intercalation} 
Oz © Op (60.4) 

La solution présentée n’est plus valable au voisinage du contour 
p — 4et au voisinage de l’axe (tout comme pour la solution de 
Prandtl). Etant donné que x € 1, dans l’intercalation mince on voit 
apparaître des contraintes normales élevées qui dépassent de beau- 
coup la limite d'écoulement. 

La contrainte moyenne suivant la section transversale de l'inter- 
calation est égale à 


Or = 


(60.3) 


= 1 ses 
P = PE f jordré- . (60,5) 
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3. Développement de l’état de contrainte. L’intercalation réunit 
des parties suffisamment rigides dont le module d’élasticité est à peu 
près le même que celui de l’intercalation, mais dont la limite d’écou- 
lement est beaucoup plus élevée. Lorsque l'effort P est petit, tout 
l’ensemble subit une déformation élastique de traction uniaxiale: 


P 
Or = 0e =Tr:=0, = = P. 


Lorsque la charge est p = o,, un écoulement plastique est engen- 
dré immédiatement dans l’ensemble de l’intercalation ; par la suite, 
cet écoulement est toutefois réprimé par les parties rigides en raison 
de quoi des contraintes tangentielles interviennent sur les surfaces 
de contact. Supposons que ces dernières restent planes ; cette image 
apparaît comme une approximation satisfaisante grâce à la « mol- 
lesse » de l’intercalation. 

Pour les variables sans dimensions introduites plus haut, les 
équations différentielles d'équilibre et la condition d'écoulement de 
von Mises ont la forme: 


__ 1 à 
ELA +7 re 0, (60.6) 
Hiriyr (60.7) 
(0, — 09) + (0p— 0)? +(0:— 0) +21 = 2 (60.8) 


Pour p = 1, les conditions aux limites seront satisfaites au sens 
de Saint-Venant, c.-à-d. 
K x 
[ rdt=0, (o,dt=0. (60.9) 
—* 0 
Adoptons ensuite la condition d’incompressibilité du matériau 
aussi bien dans l’état élastique que dans l’état plastique, ce qui est 
sans influence notable sur les résultats mais simplifie sensiblement 
la solution. 
Par suite de l'imparité de la contrainte tangentielle + et de la 
petitesse de &, nous chercherons la solution sous la forme 


t=R(p)<.. (60.10) 


Il est évident que la première condition (60.9) est satisfaite. 
L'équation d’incompressibilité a la forme 


De Ée # #+£ FE = (60.11) 


Dans le problème a ” dde élastiques et plasti- 
ques sont du même ordre et il faut en général partir des équalions de 
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la théorie de l'écoulement plastique. Cependant, cela est lié à des 
grandes difficultés mathématiques. Compte tenu du caractère mono- 
tone de la mise en charge, on se basera donc sur les équations de la 
théorie des déformations. Alors, conformément aux relations (14.5), 
on a: 


Ur Ur. Ur duz du _ ôu, êur de duz 
UP LP A LE æ _ V3 &  æ, (60412 
Or— 09 Op —Gz Oz—0r 2 T L ÿ 


L'intercalation étant mince, nous construirons par la suite la so- 
lution approchée du problème en recherchant les contraintes sur les 
plans de contact € — + x et en les prolongeant d'une manière ou 
d’une autre dans la profondeur de la couche. 

Les sections Ë —0, & = x, Ë —-—x demeurent planes. L’interca- 
lation étant mince, il est naturel d'adopter l'hypothèse des sections 
planes u, = u, (€). Il résulte alors de l’équation d’incompressibilité 
que le déplacement 


nu, —4® 1 
p 


LE U; (©) p; 


où C, (©) est une fonction arbitraire et l’apostrophe désigne la dérivée 
par rapport à & 

Pour p = 0, on a uw, = 0, par conséquent C, (£) = 0. Les rela- 
tions (60.12) sont maintenant de la forme 


5 3 
D TE VS ER, as 
Op—Op  Op—0z  Oz—Or À T " É 


On en déduit que partout dans l’intercalation 
Or = Oge 


Considérons maintenant les relations (60.13) pour & = x. Pour 
& = x il vient de la condition de plasticité (60.8): 


O:—0=+V1—R2. (60.14) 


Le signe + correspond au cas de la traction. Alors, à partir de 
(60.13) on obtient: 


Vau pu; 
VISA 2: 


Introduisant un paramètre arbitraire 


avec 


19—0653 
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on trouve la loi de distribution pour des contraintes de contact tan- 
gentielles 
Cp 
VA+ C2 


Le signe + correspond au cas de la traction de l’intercalation. 
Maintenant, à partir de l’équation différentielle d’équilibre (60.6) 
pour Ë — x, on trouve: 


Ra (60.15) 


1 
Or — = \Hee (B = const). (60.16) 


La contrainte 6, ayant une valeur considérable et étant paire 
selon 6, nous supposons que 0, soit indépendante de &. La valeur de 
©, dans l’intercalation sera alors définie conformément à (60.14). 

Nous déterminons la contrainte 6, = 6, dans l’intercalation 
d’après la condition d'écoulement 


0, =0,FV1—v. (60.17) 


Satisfaisant à la deuxième condition aux limites (60.9), on trouve 
la constante $. Portant sa valeur dans (60.16) et (60.14), on obtient: 


at (LEE): 


1 1 : Ci 1 
F2: (arc sin Gi—+) + 


(9 


où l’on a posé 
C 
C ER —————— 
7 vire 


Les contraintes 0. sont statiquement équivalentes à l'effort P, 
c.-à-d. 


1 
2 | opdp=p (P=-5—>1). 
0 


Cette équation définit la liaison existant entre la constante C 
et la contrainte moyenne p: 


Peter 


2 1 1 1 1 : C 
+ (=) + Ts arcsin Ci). (60.19) 
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Lorsque € — 0, ce qui correspond au début de l'écoulement plas- 
tique, on a R = 0, ©, — 1, p = 1. Quand C est petit, la distribu- 
tion de la contrainte de contact tangentielle R est proche d’une dis- 
tribution linéaire ; avec l'accroissement de C cette distribution dévie 
de plus en plus de la loi linéaire (fig. 184). Pour C —+ oo, la contrainte 
tangentielle tend vers la limite d'écoulement +t,, ce qui correspond 


02 04 @6 08 10 


Fig. 185 


à l’état plastique final (R = 1, en pointillé). La contrainte moyenne 
est alors égale à 


ELA 1 


Les formules (60.5) et (60.20) diffèrent peu pour les intercalations 
minces. La valeur réduite de p, est la contrainte moyenne limite que 
l’on puisse appliquer à l’intercalation. Un écoulement plastique évo- 
lué s'établit lorsque l’on atteint la valeur de p,. 

Les contraintes normales 0, et 6, — 6, sont distribuées sur la 
section de façon non uniforme. Leurs courbes pour une certaine valeur 
de p sont montrées sur la figure 185 avec & = 0; la courbe o, de 
l'état plastique final est montrée en pointillé. Avec l'accroissement 
de la charge, une traction presque « hydrostatique » se développe 
dans la partie moyenne d'une intercalation mince. La contrainte 
normale peut alors atteindre une valeur considérable (elle peut dé- 
passer de plusieurs fois la valeur de la limite d'écoulement 0, pour 
une traction uniaxiale). Dans ces conditions, une destruction fragile 
peut se produire dans l’intercalation douce, la résistance à la rupture 
étant épuisée. 

Les variations des contraintes maximales ©, max (Pour r = 0) 
en fonction de la contrainte axiale moyenne p pour une série de 
valeurs du paramètre épaisseur x sont montrées sur la figure 186. 


19° 
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Fig. 186 


61. ÉTAT DE CONTRAINTE DANS LE COL 
D'UNE EPROUVETTE SOUMISE À LA TRACTION 


. Le problème de l’état de contrainte dans le col d’une éprouvette, 
engendré à la traction, est un problème complexe qui n’est pas encore 
tout à fait résolu. Etant donné qu’il est important de connaître les 
valeurs des contraintes au moment précédant la destruction. on a cons- 
truit des solutions approchées qui se basent sur diverses suppositions 
suggérées par les données expérimentales. Examinons une solution 
de cette espèce proposée par N. Davidenkov et N. Spiridonova [#]. 
._ La distribution des contraintes cesse d’être uniaxiale et uniforme 
lorsque se forme un col (striction). La difficulté de l’analyse augmen- 
te du fait que la configuration du col n’est pas connue. Dans la solu- 
tion approchée on utilise les résultats expérimentaux de l'égalité 
et de la distribution uniforme des déformations naturelles suivant 
la section minimale du col dans les directions radiale et tangentielle. 
Il en découle qu’à l’instant donné dans la section z = 0 


ë, = 9 = Const. 


. Les déformations élastiques étant négligeables devant les défor- 
mations plastiques dans la striction, l'équation d’incompressibilité 
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donne: E, — — 2, — const, et des relations de Saint-Venant — 
von Mises il découle que dans la section z = 0 
0, = Oy- (61.1) 


Ensuite, pour des raisons de symétrie, +t,. = 0 pour 3 — 0. Dans la 
même section, les équations différentielles d'équilibre (58.1) ont 
pour expressions 


do trz Pa 967 _ 
PT Le )0 0: rl (GE2 
et la condition d'écoulement sera 
Oz: — OC, — O4. (61.3) 


Envisageons dans le plan méridien les trajectoires des contraintes 
principales 64, 0, (fig. 187) au voisinage du plan z = 0; l'angle w 


Zz 


Fig. 187 Fig. 188 


que fait la tangente avec la trajectoire de la contrainte 0, est petit, 
et lorsque l’on remplace les indices 1, 2 par 1, 3 respectivement, les 
formules (58.7) se simplifient: 


O2: O3 Or SO, Tr: © (03 — 01) ©. 
Par conséquent, au voisinage du plan 2 — 0 


: O3—O1% Os, Trz © OO (61.4) 
e 
(SE). he. (Æ) =+ | (650) 
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où p est le rayon de courbure de la trajectoire de la contrainte prin- 
cipale pour z = 0. Le contour du col est une de ces trajectoires ; soit 
p = R pour le contour. L'équation différentielle (61.2) entraîne: 


puisque ©, = 0 pour r = a. 
Pour r = 0 on a p = %, et pourr —=aonap = R; sur la base 
des observations, on admet que 


p=R+. 
Alors 
Or __G—r Oz a—r° 
Gs  20R ? CS 5 2aR (59) 


Cette distribution des contraintes dans le col est montrée dans la 
partie gauche de la figure 187. Pour calculer les contraintes, il faut 
mesurer les grandeurs a et R au cours des expériences. 

Les contraintes maximales apparaissent dans la partie centrale 
du col où commence d’ailleurs la destruction. Sur la figure 188 est 
représenté le cliché aux rayons X (que nous empruntons du livre de 
Nadaï [5]) du col de l’éprouvette juste avant la destruction, qui 
confirme cette conclusion. 


62. FLEXION PLASTIQUE DES PLAQUES RONDES 


Considérons la flexion plastique d’une plaque ronde (fig. 189) 
pour une charge à symétrie axiale p = p (r), où r est le rayon vecteur ; 
l'épaisseur 2h de la plaque est cons- 

tante. L’axe des z d’un système de 

coordonnées cylindriques r, p, z est 

dirigé vers le bas. Partons du schéma 

du matériau rigide-plastique. La pla- 

que reste alors indéformable tant que 


. ne sera pas obtenue la charge limite 


a (caractérisant la portance de la pla- 

que). 
é 1. Notions de base. Les notions de 
Fig. 189 base présentent un caractère géomé- 


trique dans la théorie classique de la 

flexion des plaques élastiques, elles seront donc valables également 

pour le cas de la flexion plastique. Cela signifie que se conservent 
les hypothèses de Kirchhoff, à savoir: 
1) le plan moyen est inextensible ; 
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2) les droites qui, avant la déformation, étaient perpendiculaires 
au plan moyen, se transforment après la déformation en des droites 
perpendiculaires à la surface moyenne. 

Par rapport aux composantes ©, et o,, on peut négliger les com- 
posantes de la contrainte o, et t,,, les contraintes tangentielles t,,, 
Toz étant nulles par symétrie. L’a état de contrainte plan » est 
réalisé dans la plaque. Des moments fléchissants M, et M, agissent 
respectivement dans les sections 7 — const et @ = const: 


M,= \ 6,zdz, Me= os ds, 


et l'intégration se fait suivant l'épaisseur de la plaque (—k, +- h). 
L’effort tranchant dans la section r — const est égal à 


o={ Tr: dZ 


et il est lié aux moments fléchissants par l’équation différentielle 
d'équilibre connue (cf., par exemple, [*]) 


dM, M,—M 
Be TS 0. (62.1) 


Les contraintes tangentielles suivant le cercle r = const équi- 
librent la charge extérieure, donc 


où a est le rayon de coupure dans la plaque circulaire (a = 0 
pour les plaques pleines). 

Désignons par w — w (r) la vitesse de fléchissement de la plaque; 
les composantes de la vitesse de déformation sont alors définies par 
les relations connues 


Er = 2% Evo = 2H (62.2) 


où sont introduits les paramètres de la vitesse de courbure de la sur- 
face moyenne de la plaque 
dv 1 do 


SR pa 


I] est évident que le rapport des vitesses de déformation E,/E, est 
constant le long de la normale au plan de la plaque. 

2. Equations de la flexion d’une plaque pour la condition d'écoule- 
ment de von Mises. Les vitesses de déformation et les composantes 
de la contrainte sont liées ici (du fait qu’on néglige les composantes 
ln par les relations de Saint-Venant — von Mises (paragra- 
phe 13 


&= À (20, —0%), Lo 2 (209— 05), (62.3) 
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tandis que les composantes de contrainte o,, o, non nulles satisfont 
à la condition d'écoulement 

07 — 0709 + 0% = 03. (62.4) 

Comme on le sait (paragraphe 16), les relations (62.3) peuvent 

être écrites sous la forme 
__À' ëf _A" ôf 
b= T3 = 35 2) 


où f désigne l'expression dans le premier membre de la condition 
d'écoulement (62.4). Autrement dit, le vecteur vitesse de déformation 


a) 


Fig. 190 


est normal à la courbe d'écoulement (flèche en pointillé sur la figu- 
re 190, a). 

Désignant par n le rapport E,/E,, on obtient aisément de (62.3) 
que ©, est proportionnelle à 0, le long de la normale. Mais alors il 
résulte de la condition d'écoulement que 6, = + f, (n)o., 
Oo = + fe (n) 0 où f, et f. sont certaines fonctions de n. 

Ainsi, les contraintes 6,, 64 sont constantes le long de la normale 
pour les z positifs et prennent un signe inverse (conformément à la 
flexion de la plaque) pour les z négatifs ; les contraintes o,, 0, sont 
discontinues sur le plan moyen (comme c'est le cas pour l’image de 
la flexion d’une poutre) et sont représentées par des points opposés 
sur l’ellipse d'écoulement (fig. 190, a). Les moments fléchissants 
sont donc égaux (ici o,, 6, sont les valeurs des contraintes pour 
z>0) 

M,=0h, Mo = 06 (62.5) 
et, en vertu de (62.4), satisfont à la relation 


Mi M,Mo+Mi= Mi, (62.6) 
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où M, = 6.h° est la valeur maximale du moment fléchissant. Cette 
équation est un cas particulier de la relation finie entre les efforts et 
les moments dans les enveloppes plastiques, indiquée par. A. Iliou- 
chine [°], et sur le plan M,, M, cette équation est représentée éga- 
lement par une ellipse (fig. 190, b). 

Remplaçant dans les relations (62.3) les contraintes o,, 6, par 
les moments M,, M, et les vitesses de déformation par les courbures 
#Xr %y On Obtient facilement la relation: 

0 ar 

oM, ? 0Ms ? 

où F désigne l'expression dans le premier membre de la relation finie 
(62.6) et À * un facteur scalaire. Ainsi, le vecteur vitesse de la cour- 
bure est normal à la courbe limite dans le plan M,. M, (fig. 190. b). 
La loi associative de l'écoulement est donc valable également pour 
les relations entre les grandeurs généralisées, à savoir les moments 
M,. M, et les vitesses des courbures %,, x- 

"Eliminant à à l’aide de la condition (62.6) le moment M, de l’é- 
quation d'équilibre (62.1), on obtient l'équation différentielle non 
linéaire pour M, 


Mar M, M3-Ÿm:)=0. (52.7) 


La solution de l'équation différentielle (62.7) définit la charge limite 
pour les conditions aux limites correspondantes. 

A partir des relations (62.3) et (62.2) on obtient l'équation dif- 
férentielle de la vitesse de fléchissement de la plaque 


r (Ma—M,) EE (M, — Mo) = 0, (62.8) 
dr? 9 dr 


qui est facilement intégrable si l’on connaît les moments fléchissants 
M,. Mo: 

Tout comme les articulations plastiques apparaissent lors de la 
flexion de la poutre, dans les plaques peut apparaître une circonfé- 
rence d’articulation. La vitesse de fléchissement est continue le long 


5 5 : . .. dw ; ; L 
de cette circonférence, la dérivée Fr est discontinue, la vitesse de 


courbure x, — — ne n’est donc pas limitée. Les moments ,, 
M, étant partout limités, il résultera de (62.8) que M, — 2M % 
sur la circonférence d’articulation. Nous sommes amenés à admettre 
également qu'une partie quelconque (annulaire) de la plaque peut 
rester rigide. 

Considérons maintenant le problème sur les conditions aux limites; 
ces dernières ont la forme: 

14) M, = 0 sur le bord libre; 

2) M, = 0, w = 0 sur le bord appuyé; 
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3) w = 0, a = 0 le long du bord encastré. 


Cette dernière condition signifie que x, = 0, c.-à-d. M, — 2M, = 
= 0; par conséquent, 


5 
M, = 2M, = + 73 M. 

3. Equations de la flexion d’une plaque pour la condition d'’écoule- 
ment de Tresca — Saint-Venant. La solution de l'équation (62.7) 
est liée à certaines difficultés. Le problème peut être néanmoins con- 
sidérablement simplifié si l’on remplace l’ellipse de von Mises par 
un hexagone correspondant à la condition 
d'écoulement de Tresca —Saint-Venant 
(fig. 191). La plaque est alors partagée 
en zones annulaires dans chacune des- 
quelles la condition d'écoulement est 
linéaire et l'intégration est facile à réa- 
liser. 

L'erreur dans ce cas est faible; on 
peut la réduire si, au lieu d’un hexagone 
inscrit, on prend un hexagone passant à 
mi-distance entre les hexagones inscrit 
et circonscrit. À cet effet, il suffit de 

LFig. 191 remplacer 6, par la valeur de 0, & 1,08 o.. 

Fe On établit aisémet les équations pour 

la vitesse de fléchissement w à l’aide de 

la loi associative d’écoulement, énoncée pour l’état de contrainte 
plan dans le paragraphe 52. Cela étant, E,, £, passent à E,, Eo- 

En vertu des conditions d'équilibre, le moment fléchissant M, 
et l'effort tranchant Q seront continus sur la circonférence qui sépa- 
re les domaines annulaires des solutions variées ; pour ce qui est du 
moment fléchissant M,, il peut être discontinu. 

La vitesse de fléchissement w doit être continue, tandis que les 
vitesses de déformation E,, £,, peuvent être en général discontinues. 
La circonférence sur laquelle £, est discontinue (c.-à-d. que la tan- 
gente à la surface de la vitesse de fléchissement subit une rotation 
finie) est appelée circonférence d'articulation. 

Sur la circonférence d'articulation on a M, = +M.. 

En effet, la vitesse de déformation E£, est discontinue sur cette 
circonférence, tandis que £, n'y est pas limitée. Selon la loi associa- 
tive d'écoulement, cette situation n’est possible que pour les côtés 
verticaux de l'hexagone (fig. 191), le long desquels M, = + M... 

Dans le schéma du corps rigide-plastique, on peut admettre qu’u- 
ne partie de la plaque (une zone annulaire quelconque) peut rester 


indéformable et éprouver généralement un déplacement vertical 
rigide. 
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Les conditions aux limites 1), 2) (pour les bords libre et appuyé). 
examinées plus haut, sont évidemment conservées. Dans le cas de 
l'encastrement, on a + =0etM,=+M.. 

4. Exemples. Examinons quelques problèmes particuliers en nous 
basant sur la condition d'écoulement de Tresca — Saint-Venant. 

14) La plaque repose sur des appuis, la 
charge uniforme p est répartie suivant le 
cercle derayon c (fig. 192). 
Les contraintes sont maximales au 
centre (r — 0) dans le problème 
élastique correspondant et les défor- 
mations plastiques y apparaissent 
pour la première fois. Pour r = 0 
on a M, = M, = M,et, au voisi- 
nage du centre, il y aura l’un des 
régimes plastiques suivants: C. 
BC, CD. Le régime CD est en . 
contradiction avec l'équation d’é- Fig. 192 
quilibre (sur CD on a M, = A1, 


et a = 0); d’autre part, M, < M, p >0, et de l'équation diffé- 
rentielle (62.1) il découle que Que < 0. Le régime C est aussi impos- 


sible et le régime qui se réalise est donc le régime BC, c.-à-d. M, — 
— M,. De l'équation différentielle (62.1) on tire alors (p = 0 pour 
r >c): 


( LL pre x s pour r<c, 
= © 1 (62.9) 
spé —M pour r >c, 


où C, et C, sont des constantes arbitraires. M, étant limité au centre, 
il en découle que C, = 0. A partir de la condition de continuité de 


M, pour r = c, on trouve que C, = +pe. 


Le moment fléchissant M, décroît avec la croissance de r, c.-à-d. 
que le point figuratif sur la figure 191 se déplace de C vers B. On a 
M, = 0 sur l'appui et le régime B est réalisé, tandis que le régime 
BC est réalisé dans le reste de la plaque. Satisfaisant à la condition 
M, = 0 pour r = b, on trouve la charge limite 

___ 6 M 
Per) +: 
L'image de l’écoulement plastique d’une plaque dans l’état limite 


est définie comme suit. En vertu de la loi associative, pour le seg- 


dw 


ment BC on a x, = 0 ou ee = 0. D'où l'on trouve aisément pour 
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la condition aux limites &w — 0 avec r — b: 
r 
w=w (1-7): 


où w, est la valeur de la vitesse de fléchissement au centre qui reste 
indéterminée. Ainsi, à l'écoulement, la plaque prend la forme de la 
surface d’un cône (en pointillé sur la figure 192). 

Si la charge p agit sur l’ensemble de la surface de la plaque. on a 
c = b; la charge limite sera alors égale à 


6M, 
Ps = ds * 


Pour ce cas, également, l'intégration numérique de l'équation 
différentielle (62.7), déduite de la condition de plasticité de von Mises, 
conduit au résultat 
M 
| 2 P,=6,5 Es . 
Z 2) La plaque est en- 
Fa | pa castrée et chargée par 
7 une pression unifor- 
N | Tu mément répartie (fig. 193). 
NT Comme dans l'exemple précé- 
Ï dent, le régime BC se réalise au 
voisinage du centre. Avec l’ac- 
Fig. 193 _croissement de r, le moment flé- 
chissant M, décroît et s’annule 
pour une certaine valeur de r — p. Le régime BA s'établit ensuite 
et s'étend dans la plaque jusqu’au contour r — b, où A1, — — M, 
c.-à-d. où il y a le régime A. 
Lorsque r < p, on aura conformément à (62.9): 


My=Mi—+ pr. 
Pour r—ponaM,—=0et 
3 — 6W4 
Pure . 
Pourr >pona M, — M,— M, et de l'équation différentielle 
d’équilibre on obtient: 
M,=M,in Dre p?), 
où l’on fait usage de la condition M,{.-, — 0. Soit M, — — À, 


sur le contour r = b, autrement dit, une charnière se forme le long 
de l’encastrement ; il en résulte l'équation transcendante 


2 1n À — 3 ?? 
5+2ne 87, 
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définissant p et donc, également, la charge limite; les calculs nous 
donnent p Æ 0,73 b. De la sorte, 
n,.=113%%. 


Passons maintenant à la détermination de la vitesse de fléchisse- 
ment. Comme dans le premier exemple, dans le domaine central 
r<p on aura: 


d'w 
7 = 0, w=wo+Cir, 
où &5, C, sont des constantes arbitraires. 
D'après la loi associative d'écoulement %x,: x, = — 1: 1 pour 


r >p (régime AB), c.-à-d. 
dw 14 dw 
as rar 0. 
Sur le contour r = b, on a w — 0; pour cette condition on obtient: 
r 
D = C2 In F° 


où C, est une constante arbitraire. D'où l’on voit que la condition 
d PTT . 5 
T=0 n'est pas vérifiée sur le contour, et une charnière plastique 
se forme donc réellement le long du contour. 


Les constantes arbitraires C,, C. sont tirées des conditions de 
continuité de w et —— pour r = p. La vitesse de fléchissement w, 


reste indéterminée au centre. La forme du fléchissement de la plaque 
est montrée en pointillé sur la figure 193. 

5. Considérations finales. L'état limite des plaques en flexion a été étudié 
dans de nombreux travaux. Nous citerons ici ceux de A. Gvozdev [5], W. Prager 
{56], P. Hodge [*], A. Grigoriev [#], A. Iliouchine [°] et d'autres auteurs (cf. 
ouvrages de synthèse [%8,72]). La condition d'écoulement de Tresca — Saint- 
Venant et la loi associative d'écoulement sont devenues d’une application 
très courante ; il convient de noter que les moments et les vitesses de courbure 
qui sont des grandeurs généralisées sont alors directement liés. Un schéma simi- 
laire est développé également pour l'analyse de l'équilibre limite des envelop- 
pes à symétrie axiale [‘#]. 

La flexion élasto-plastique des plaques rondes a été étudiée par V. Soko- 
lovski [%] sur la base des équations de la théorie des déformations ainsi que par 
B. Tekinalp [192] qui fonda ses raisonnements sur la théorie de l'écoulement. 

Il est commode de chercher la charge limite pour les plaques et les envelop- 
pes au moyen de la méthode énergétique en utilisant les propriétés d'extremum 
de l’état limite. Ce problème fera l’objet d'une étude dans le chapitre VIII ci- 
après où, en guise d'exemple, on examinera la méthode énergétique de la 
recherche de la charge limite pour les plaques rondes (paragraphe 66). 

Exercices du chapitre VII 

1. Trouver la solution de l'équation différentielle (62.7) pour le cas de la 

plaque annulaire appuyée sur son contour extérieur et chargée uniformément 


suivant son contour intérieur. : 
2. Trouver (pour la condition d'écoulement de Tresca — Saint-Venant), 


la charge limite d'une plaque annulaire chargée uniformément et appuyée 
suivant son contour extérieur. 


CHAPITRE VIII 


PRINCIPES D’'EXTREMUM ET MÉTHODES 
DE SOLUTION ÉNERGÉTIQUES 


63. PRINCIPES D'EXTREMUM. GENÉRALITES 


Dans la théorie de la plasticité, comme dans celle de l’élasticité, 
les théorèmes généraux sont d’une grande importance. On y rapporte 
avant tout les théorèmes relatifs aux propriétés d’extremum de la 
solution et les théorèmes d’unicité. Les problèmes de l'existence des 
solutions, qui sont fort complexes, peu étudiés et qui sont liés d'ha- 
bitude à toute une série de restrictions, imposées par la méthode des 
démonstrations, présentent un intérêt mécanique secondaire. Ces 
théorèmes demeurent néanmoins nécessaires pour argumenter rigou- 
reusement la non-contradiction des équations de départ. 

Outre leur intérêt de caractère général, les théorèmes d’extremum 
ouvrent la voie de la construction directe des solutions sans recourir 
à l'intégration des équations différentielles. Une telle éventualité 
est très prometteuse dans les problèmes non linéaires de la théorie de 
la plasticité. 

Les principes d'extremum dans la théorie du corps rigide-plastique 
ont une grande importance. Dans les chapitres précédents, on a lon- 
guement insisté sur les difficultés liées à la non-unicité des schémas 
de solution dans la théorie du corps rigide-plastique. Ceci nous a in- 
cité d’introduire les notions des champs de vitesses cinématiquement 
admissibles et des états de contrainte de l'écoulement statiquement 
possibles et de formuler, sans le démontrer, le critère du choir. Ce 
dernier résulte des théorèmes d’extremum envisagés ci-après (para- 
graphes 64, 65). 

Lorsque, dans un corps rigide-plastique parfait, la charge limite 
est atteinte, un écoulement plastique libre s'y produit. L'état limite 
peut être interprété comme un état précédant la rupture. En raison 
de quoi cei état limite est parfois appelé état de rupture plastique, 
et les théorèmes d’extremum, caractérisant la charge limite, sont 
nommés théorèmes relatifs à la rupture plastique. 

Les théorèmes d'extremum pour le corps rigide-plastique condui- 
sent à des procédés efficaces pour la recherche directe de la charge 


64.] PRINCIPES D'EXTREMUM POUR LE CORPS RIGIDE-PLASTIQUE 303 
—————————._————————…——…_————…—…—…"”…"…”"…"…" …"…"…"…"….…—…" —…"….…"……—………………—……—…—…—…—— 


limite par rapprochement successif des estimations supérieure et 
inférieure (paragraphe 65). Des exemples variés d'application de la 
méthode énergétique sont donnés dans le paragraphe 66. 

Dans la théorie des déformations plastiques, les théorèmes d'extre- 
mum sont la généralisation des théorèmes correspondants du mini- 
mum pour le corps élastique (à savoir, les théorèmes du minimum 
d'énergie totale du système et les théorèmes de Castigliano). Ces 
théorèmes sont d’un usage courant pour la résolution approchée de 
divers problèmes particuliers par des méthodes directes (essentielle- 
ment par la méthode de Ritz). Les théorèmes du minimum et quel- 
ques-unes de leurs applications les plus simples pour la théorie des 
déformations sont énoncés dans les paragraphes 67, 68. 

Les formulations des principes d'ertremum pour le milieu élasto- 
plastique, satisfaisant aux équations de la théorie d'écoulement (pour 
une plasticité parfaite et en présence de l’écrouissage), sont données 
dans la partie finale du chapitre (paragraphe 69). Ces principes. à la 
différence de ceux qui les précèdent, déterminent les propriétés 
d’extremum des accroissements (ou des vitesses) de déplacements et des 
accroissements de contraintes répondant aux petits accroissements des 
forces extérieures ou des déplacements donnés. Naturellement, il est 
bien plus difficile d'appliquer de telles propriétés « locales », 
liées à la nature différentielle des équations de la théorie de l'écoule- 
ment plastique, à des schémas de solution efficaces et elles sont inté- 
ressantes surtout en principe. 

Aux théorèmes généraux on rapporte de même, en général, les 
théorèmes d'adaptation des constructions élasto-plastiques sollicitées 
par des charges cycliques. Cependant, compte tenu de la particularité 
des problèmes de ce type, cette question est traitée dans un chapitre 
à part (chapitre IX). 

On pourra trouver l'exposé rigoureux des théorèmes généraux de la théorie 
des milieux élasto-plastiques ainsi que des références bibliographiques détail- 
lées dans l'ouvrage remarquable de W. Koiter [77]. De nombreuses applications 
des théorèmes énergétiques sont décrites dans les livres de A. Gvozdev [5], 
A. Iliouchine [*], B. Neal [5], W. Prager [56], Prager et Hodge [#], Y. Rabot- 
nov {#], P. Hodge [*] et d’autres auteurs. Le lecteur pourra également recueil- 


lir des renseignements supplémentaires variés relatifs à ce sujet dans plusieurs 
articles [77,79,82]. 


64. PRINCIPES D'EXTREMUM POUR LE CORPS 
RIGIDE-PLASTIQUE 


1. Généralités. Il a été remarqué plus haut l'importance que 
présentent les principes d’extremum pour le corps rigide-plastique 
(à palier d'écoulement), principes qui sont couramment employés 
pour l'élaboration des solutions approchées. 

Les conditions de validité du schéma du corps rigide-plastique 
ont été discutées précédemment ; elles dépendent essentiellement du 
caractère du problème considéré. 
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Lorsque l’on néglige les vitesses de la déformation élastique, les 
relations plus simples de la théorie de Saint-Venant — von Mises 
(paragraphe 13) 


bi Si 
Eiy=Asiy ou D 7 (64.1) 
sont vérifiées. 

Ci-après nous n’étudierons que les petites déformations du corps 
rigide-plastique, quand on peut négliger les changements de la géo- 
métrie du corps et des positions de ses points. D'ailleurs, on peut 
souvent étendre aussi ces résultats aux problèmes de l'écoulement 


plastique permanent en considérant l’état instantané. 


L'état limite du corps rigide-plastique est défini par une combinaison 
finie des charges au moment où apparaît l'écoulement plastique. 11 est évident 
que la voie de chargement échappe à l’examen tout comme les contraintes et 
les déformations initiales. On peut alors, sous cet aspect, parler de l'indépen- 
dance la charge limite par rapport à la voie de chargement et aux contraintes 
initiales. 

L'importance pratique de cette conclusion est révélée par les résultats 
expérimentaux et les solutions complètes de certains problèmes élasto-plasti- 
ques. Cette propriété devient compréhensible si l'on tient compte que, lors de 
l'évolution de la déformation dans une direction déterminée (cf. paragraphe 15), 
les contraintes tendent vers certaines valeurs « permanentes », indépendantes 
de la voie de déformation. 

À mesure qu'on s'approche de l’état limite, les déformations du corps 
croissent en général rapidement dans la direction de l’action des charges. Si, au 
voisinage des valeurs limites, ces dernières augmentent proportionnellement 
à un paramètre, les déformations se développent dans une direction détermi- 
née et l'influence de la voie de chargement faiblit de plus en plus. 


2. Equation énergétique fondamentale. Envisageons un corps 

quelconque occupant un volume V et limité par la surface S — 

F, = Sp+ S, (fig. 194). Un effort F, est 

défini sur une partie de surface du 

M corps SF; désignons les composantes de 

D cet effort suivant les axes x; (i = 1, 2,3) 

" par X,;. La vitesse v, est définie sur 

une partie de surface S, du corps; dé- 

signons ses composantes par v;. Pour 

des raisons de simplicité, on suppose que 

les forces de volume soient absentes. 

Fig. 194 Par la suite, on utilisera les notations 

: tensorielles (cf. paragraphe 1). 

Soit o;; un champ de contraintes quelconque satisfaisant aux 

équations différentielles d'équilibre (cf. paragraphe 4) à l'intérieur 
du corps 


41E 


901 
FL (64.2) 
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et qui est équilibré avec les charges X,,; donées sur la frontière de S+ 
conformément aux formules de Cauchy (1-2) 


Ci = Xni sur Sp; (64.3) 


où n; sont les cosinus directeurs de la normale n. 
D'autre part, introduisons un champ de vitesse v, continu quel- 
conque satisfaisant aux conditions données sur $,, c.-à-d. 


Vi = Uopi SU So- (64.4) 


À ce champ de vitesses correspondent les composantes de la vites- 
se de déformation rs . 


êv 
Ey= + = 2 (64.5) 


Les champs de PAR oiet ie vitesses v, introduits sont pour 
le reste arbitraires et, en général, ne sont pas liés entre eux. Ces 
champs sont supposés continus (cette restriction sera levée par la 
suite). La configuration du corps ou bien diffère peu de la configura- 
tion initiale (V et S seront alors le volume et la surface du corps 
avant la déformation) ou bien caractérise l’état courant connu. 

Pour tout milieu continu est vraie l'équation fondamentale sui- 
vante 


Î cuti;dV = à Xaiwvi dS, (64.6) 


où la première intégrale s’étend à l’ensemble du volume V du corps 
et la seconde, à l’ensemble de la surface S de celui-ci. 

Pour les besoins de la démonstration, représentons l'intégrale 
de surface à l’aide des relations de Cauchy (64.3) sous la forme 


| Xnivi dS = Î Oivins dS 


et transformons-la en une intégrale de volume suivant la formule 
de Gauss — Ostrogradsky 


Î QmdS = Î FE dv. (64.7) 


On voit aisément que 
Î Gijvins dS = Î v, Que av + | out; dV. 


Dans le second membre la première intégrale est nulle en vertu 
des équations différentielles d'équilibre (64.2), ce qui démontre bien 
l'équation (64.6). 

Il convient de généraliser cette équation tout d’abord pour le cas 
du corps présentant des domaines rigides (indéformables), puis, pour 
celui des champs de contraintes et de vitesses discontinus. 


20—0653 
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La première généralisation est presque évidente. En effet, si 
le corps renferme un domaine déformable (V4) et un domaine rigide 
V;, séparés par une surface Z, sur laquelle les vitesses et les con- 
traintes sont continues, on aura alors pour chaque domaine conformé- 
ment à (64.6): 


[ O15E15 dVa = f Xnivi dSa + Xnivi dZ, 
0= | XunidS.— | Xuwias. 


Le domaine d'intégration (ici et par la suite) est désigné par sa 
différentielle correspondante. Ainsi, la première intégrale à gauche 
est prise sur le domaine Va, la première intégrale dans la seconde 
relation est prise sur la surface du corps S,, contiguë au domaine 
V,, etc. Sommant les relations écrites, on aboutit (du fait que S — 
= Sa + S:) à l'équation précédente (64.6). Ainsi. l'équation éner- 
gétique fondamentale (64.6) peut être écrite par rapport à l'ensemble du 
corps (y compris les domaines rigides). 

3. Généralisation de l'équation énergétique fondamentale pour les 
champs discontinus. Les résultats précédents sont fondés sur l’hypo- 
thèse de la continuité des champs de vitesses et de contraintes. Pour- 
tant, on a des exemples simples (flexion, torsion, problème plan) 
qui prouvent que dans l’état limite les contraintes présentent très 
souvent des discontinuités. Les discontinuités des vitesses sont éga- 
lement inévitables dans le schéma du corps rigide-plastique. Enfin, 
ilest parfois commode de construire des solutions discontinues appro- 
chées. On examinera en conséquence une généralisation de l'équation 
énergétique pour le cas des champs discontinus. 

Discontinuités dans les contraintes. 
Examinons tout d’abord le cas où les contraintes sont discontinues 
sur certaines surfaces S, (k — 1, 2, 3, ...). Les surfaces S, divi- 
sent le corps en un nombre fini de parties dans chacune desquelles 
les contraintes varient de façon continue et, par conséquent, l’équa- 
tion obtenue plus haut est vraie; les intégrales de surface correspon- 
dantes s'étendent alors à la surface de chacune des parties dégagées. 
Soient X, et X7; des forces de surface agissant de part et d'autre 
de She 

Des conditions d'équilibre de l'élément d’une surface quelcon- 
que il découle que: 


XiiNa=t (41:28). 


Donc, toutes les intégrales se réduisent sur la surface de discontinuité 
Sx lorsque l’on procède à la sommation des équations écrites pour 
chacune des parties du corps, autrement dit la présence des disconti- 
nuités dans les contraintes ne se répercute pas sur la forme de l'équation 
énergétique fondamentale. 
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Discontinuités dans les vitesses. Passons 
maintenant à l'examen des discontinuités du champ de vitesses sur 
certaines surfaces Sy (1 = 1, 2, 3, ...). 

Nous noterons avant tout que la discontinuité n’est possible que 
dans la composante de la vitesse se trouvant dans le plan tangent 
à S, (composante tangentielle 
de la vitesse), sinon des « fissu- 
res » se formeraient dans le corps. 

Le cas du voile (ou envelop- 
pe), pour lequel un amincisse- 
ment («col») ou un épaississe- 
ment (« collet ») peut apparaître 
brusquement le long de certaines 
lignes, est une exception. De tel- 
les discontinuités sont exami- 
nées dans le chapitre VI. Nous 
reviendrons plus tard à ce cas; 
pour le moment nous admettrons 
que la composante normale de Fig. 195 
la vitesse est continue sur S$;. 

En un point quelconque de la surface de discontinuité S, traçons 
un système de coordonnées local x, y, z en dirigeant l’axe des z 
suivant la normale à la surface (fig. 195). Désignons par v? et v 
les composantes tangentielles de la vitesse respectivement du côté 


Fig. 196 


positif et du côté négatif de la surface S,. Soit via = vi — vtr un 
vecteur vitesse relative ; c’est le long de ce vecteur qu’on dirige l’axe 
des zx. Il convient de considérer la surface de discontinuité comme la 
position limite d’une couche mince avec une variation continue et 
brusque de la vitesse suivant l'épaisseur de la couche (fig. 196, a). 
Seule la composante v, subit une variation brusque, tandis que v 
et v, restent presque constantes suivant l'épaisseur de la couche. Il 
est évident que la vitesse de cisaillement n.. est beaucoup plus gran- 


20% 
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de que les autres composantes de la vitesse de déformation ; lorsque 
l'épaisseur de la couche tend vers zéro, n,. — œ, et les autres com- 
posantes de la vitesse de déformation restent limitées. Désignons 
ensuite par + la composante tangentielle de la contrainte sur la sur- 
face S, dans la direction des zx. 

Les surfaces de discontinuité S, divisent le corps en éléments 
V,, Vs, ..., dans chacun desquels les contraintes et les vitesses 
présentent les propriétés de continuité nécessaires. De ce fait, l’équa- 
tion trouvée plus haut est applicable à chacun de ces éléments. L'’é- 
quation mentionnée comprend la puissance des efforts de surface. 
Lorsque l’on fait la somme des équations écrites pour chaque élé- 
ment du corps, on trouve toujours deux intégrales pour chaque sur- 
face de discontinuité (une pour sa face positive, l’autre pour sa face 
négative, fig. 196, b). 

Envisageons l'élément de surface dS,; admettons qu'il y a un 
domaine V, du côté négatif de dS ; et un domaine V,;, du côté positif. 
La puissance correspondante des contraintes pour le domaine V, est 


(onvn + Tyvy + Tu-) dSr, 


égale à 
où r, et v, désignent respectivement les composantes de la contrainte 
tangentielle et de la vitesse tangentielle suivant l'axe des y. 

Pour le domaine V;,,,, la puissance correspondante des contrain- 
tes est égale à 


— (onvr + Toy + vx) dSr. 
Par conséquent, la somme des puissances des contraintes pour 


un élément est égale à 

EE {v] dS, 
où [vl désigne le saut de vitesse v}; — v_ = ||. Ainsi, les con- 
traintes s’exerçant sur les surfaces de discontinuité de la vitesse dé- 
veloppent la puissance 


—Y [rt dS, 


où la sommation s'étend à toutes les surfaces de discontinuité S,. Il 
importe d'insérer cette puissance dans l'équation énergétique fonda- 
mentale (64.6), et on aura alors 


Xnivr dS = Î oiEiy dV + Î t[v] d8,. (64.8) 


Pour simplifier l'écriture, le signe somme est omis; l'intégration 
s'étend à toutes les surfaces de discontinuité S, = S, + S: + ... 

Dans l’équation (64.8), on a à gauche la « puissance » des forces de 
surface et à droite la « dissipation ». 

Arrêtons-nous sur quelques remarques. 
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1. L'équation (64.8) est vérifiée pour tout milieu continu en 
équilibre. Les vitesses et les contraintes faisant partie de (64.8) ne 
sont pas en général liées entre elles. 

2. Supposons que le milieu satisfasse aux équations de la théorie 
de Saint-Venant — von Mises (64.1). Comme nous l'avons déjà 
noté, dans le voisinage de la surface de discontinuité. la vitesse 
de glissement est n.. — œ, et il découle alors des relations (64.1): 

Ox —> ©, Oy > ©, O2: — O, 
(64.9) 
Ten 0, Ty 0, Te —+ Ts, 
c.-à-d. que la surface de discontinuité est au fond la surface de la 
contrainte tangentielle maximale (surface de glissement). 

Les contraintes et les vitesses de déformation étant maintenant 
liées par les relations (64.1), le cisaillement se produit dans la direc- 
tion de la contrainte tangentielle agissante, c'est pourquoi 


lol = +, {ol > 0. (64.10) 


8. Dans le cas de l’état de contrainte plan, il peut y avoir lieu 
aussi une discontinuité de la composante normale de la vitesse sur 
la ligne de discontinuité L (paragraphe 53, fig. 165). La dissipation 
par unité de longueur du col est donnée par la formule (53.28). 
À la place du second terme dans le second membre de l'équation 
fondamentale (64.8) il faut introduire Ja quantité 


Th Î vV 1+sin2y dsi, 


où ds, est un élément de la ligne Z (ou bien la somme de termes 
similaires s’il existe plusicurs lignes de discontinuité). Ici v est la 
valeur de la discontinuité de la vitesse, y l’angle d'inclinaison de la 


vitesse v vers la ligne L; pour y = _ il n’y a pas de glissement rela- 


tif et il ne se produit qu'un amincissement tandis que pour y — 0 on 
ne constate qu’un glissement. 

4. Propriétés minimales du champ de vitesses réel. Appliquons 
l'équation énergétique (64.8) au corps rigide-plastique. Soient les 
quantités G;;5, E;5, v; qui représentent la solution réelle du pro- 
blème ; les contraintes et les vitesses de déformation sont liées alors 
par les relations de Saint-Venant — von Mises et satisfont à toutes les 
conditions d'équilibre et de continuité. L’équation énergétique fon- 
damentale (64.8) est évidemment vraie par rapport à cet état réel. 

Outre l’état réel, nous envisagerons un autre champ cinématique- 
ment admissible vi satisfaisant à la condition d’incompressibilité 
et aux conditions aux limites données (64.4) sur S,. Aux vitesses 
vi répondent conformément à (64.5) les vitesses de déformation E;; 
auxquelles correspond selon les relations (64.1) pour E;;-£.,0 le dévia- 
teur des contraintes sf. Ce dernier, en fait, ne satisfera pas aux équa- 
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tions d'équilibre. Ensuite, selon les formules de Cauchy (64.3), 
aux contraintes s?; correspondent des forces de surface X?:; quelcon- 
ques (qui sont déterminées à la pression hydrostatique près). Fina- 
lement, soit v; un champ cinématiquement admissible qui est discon- 
tinu sur certaines surfaces S;, L —1, 2, ... 

On opère de la sorte la comparaison du champ de vitesses réel v; 
avec le champ cinématiquement admissible vi. 

Par rapport à la distribution réelle des contraintes o,;et au champ 
de vitesses cinématiquement admissible vi, l'équation énergétique 
fondamentale (64.8) est également applicable et se récrit sous la forme 


Î oi dV — f Xnivi dS + f r[v']dS, =0, (64.11) 


où par {v’] est désigné le saut v! — v’ sur S:. 

Comme nous l'avons déjà noté (paragraphe 16), on peut repré- 
senter les contraintes o;, et les vitesses de déformation E;;, Ei; par 
des vecteurs dans un espace de contraintes à neuf dimensions. A la 
condition d'écoulement correspondra une surface convexe (hypersur- 
face) qui est la surface d'écoulement (cf. fig. 23). Les vecteurs o;; et 
E:y sont parallèles en vertu des relations de Saint-Venant — von 
Mises (64.1); l'expression 0, E;, qui est le produit scalaire des vec- 
teurs parallèles est égale au produit de leurs modules, c.-à-d. 


Ou = Sijèiy = TH =T.H. 


L'autre expression 6:;Ei; est le produit scalaire des vecteurs qui 
ne sont pas en général parallèles, c'est pourquoi 


OiEi = Sijbi5s LTH”'. (64.12) 
Il y aura un signe d'égalité dans la zone plastique pour E;; — 
= cE;;, où cest un facteur scalaire quelconque. Mais alors il découle 
de (64.1) que sf; = 55, ce qui signifie que l’état de contrainte 0%, 
correspondant au champ cinématiquement admissible, se distingue 
de l’état de contrainte réel o;; par la valeur de la pression hydrosta- 
tique. Etant donné que 6;; satisfont aux équations différentielles 
d'équilibre (64.2), on voit facilement que la pression additive men- 
tionnée doit être constante. Si S, + 0 (Les vilesses sont définies quel- 
que part sur la surface), on a alors c — 1 et les champs de vitesses 
v; et vi coïncident. Si Sk£ 0 (c.-à-d. que les contraintes sont défi- 
nies en des points quelconques de la surface du corps), la pression 
additive est alors nulle d’après les conditions aux limites. 
Passant à une quantité v.{1” plus grande, on obtiendra de (64.11) 
l'inégalité 
Ts ( H' av— | Xnivi d8 + | t{v']dS,>0. (64.13) 


Ici, dans le premier membre de la relation, on a une grandeur 
inconnue qui est la contrainte réelle +. Mais la contrainte tangentielle 
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maximale t»,+ et l'intensité T sont liées par l'inégalité (1.20) qui 
entraîne que Tmax & Ts, et on a donc également | t| < Ts. 

En remplaçant + [v'] par +,|[v'}| on ne fait que renforcer l’iné- 
galité (64.13). 

L'expression analogue à (64.13) (c.-à-d. sans accents) étant nulle 
pour le champ de vitesses réel, on aura donc 


te Î HdV— Î Xnivr dSr+ Te Î {v] dS, < 
<r( H'av— | XuvidSs+r, ||lb'11dSs. (64.14) 


L'égalité n'aura lieu que dans le cas où le champ cinématique- 
ment admissible vi coïncide avec celui réel v;. On appellera puissance 
totale l'expression dans le second membre. 

Ainsi, la puissance totale atteint le minimum absolu pour le champ 
de vitesses réel. 

Nous noterons que, en vertu de (64.8), le premier membre de l’iné- 


galité est égal à [ Xnivoi AS p- 


5. Propriétés de maximum de l’état de contrainte réel. Soit 
toujours 645, Eiy, v, la solution réelle du problème, les contraintes et 
les vitesses de déformation étant liées par les relations de Saint-Ve- 
nant — von Mises (64.1) et satisfaisant aux conditions d'équilibre 
et de continuité. 

Introduisons maintenant la notion des états de contrainte d'écoule- 
ment statiquement admissibles oi; Nous appellerons ainsi tout état 
de contrainte 0;; satisfaisant à l’intérieur du corps aux équations 
différentielles d'équilibre 

0: 


ÿ 
Zz, =0, (64.15) 
à la surface du corps, aux conditions aux limites définies sur S» 
Oijnj = Xni Sur Sp (64.16) 
et ne dépassant pas la limite d'écoulement, c.-à-d. 
n 1, , \1/2 
T'= (+ sisi) LT. (64.17) 


L'état de contrainte o;; peut être discontinu. 

Comparons l’état de contrainte réel 6;; à l’état de contrainte 
d'écoulement statiquement admissible o;;. 

L'équation énergétique fondamentale (64.8), où v,; est un champ 
de vitesses réel, est valable pour l’état de contrainte réel. 

D'autre part, l’état de contrainte o;; étant un état d'équilibre, 
l'équation énergétique fondamentale entraîne également 


27 ds = Î db dV + f r'Iv]dS,, (64.18) 
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où sur Sp Xa — Xn:, tandis que sur S, les efforts X;;, sont définis 
par les formules de Cauchy (64.16) ; +’ est la composante tangentielle 
de l’état de contrainte statiquement possible o;; dans la direction des 
x sur la surface de discontinuité S, des vitesses réelles v;. 

Déduisant l'équation (64.8) de (64.18) et tenant compte de (64.16) 
on obtient : 


(0i— Gp) Eu dV = f DES D AS Î (ts— 1’) [v] dS,. (64.19) 


Profitons maintenant des conceptions géométriques précédentes. 

Le vecteur E;; est normal à la surface d'écoulement © (fig. 197); le 
vecteur 6;, est parallèle au vecteur E;; et atteint la surface d’écoule- 
ment. Quant au vecteur contraintes statiquement possibles 6:;;, 
il se trouve en général à l’intérieur de 
la surface d'écoulement. Le vecteur dif- 
 férence oi; — 0; est montré en pointillé 
ÿ sur la figure 197. Par suite de la con- 
vexité de la surface d'écoulement. les 
vecteurs (oi; — 6:;) et E;y forment un 
angle obtus, et leur produit scalaire est 
donc négatif: 


(oi; — oi) Ei 0. (64.20) 


Fig. 197 Ici le signe d'égalité ne peut avoir 

lieu que dans le cas où la différence entre 

les contraintes oi; et 6, est égale à la valeur de la pression hydro- 

statique uniforme (étant donné que la condition d'écoulement est 

indépendante de cette grandeur). Cette pression additive est nulle 

si Sp 5 0, c.-à-d. si une charge est donnée quelque part sur la sur- 
face du corps. 

Il résulte donc de l'équation (64.19) que son second membre est 


négatif, et en conséquence 
[Aro d8,> | Xswu dSe+ [ (m—v)IaS,. (64.21) 


La valeur de la discontinuité du champ réel est inconnue dans le 
second membre. Le deuxième terme du second membre n'est pas né- 
gatif puisque +, > [r’|et r, [uv] > 0. Renforçant l'inégalité (64.21), 
on obtient: 


| X noi ds,> | Xnivoi dS.. (64.22) 


Le second membre de l'inégalité peut être calculé ici pour le 
champ o;, choisi, les vitesses v,; étant définies sur S. 

Ainsi, la puissance des forces de surface réelles, à des vitesses données, 
est supérieure à la puissance développée par les forces de surface corres- 
pondant à tout autre système de contraintes d'écoulement statiquement 
possible. 
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Il résulte des inégalités (64.14). (64.22) une estimation bilaté- 
rale de la puissance des forces de surface réelles aux vitesses données 


Ta Î H'av— | Xnivi dSp + Ts Î ICAIL 22 
>| XniVoi ds,> | Xhivor dS,. (64.23) 


Pour calculer le premier membre de l'inégalité, il faut prendre le 
champ de vitesses cinématiquement admissible et pour évaluer le 
second membre, l’état de contrainte d'écoulement statiquement pos- 
sible. 


La discontinuité de la composante normale de la vitesse est possible dans 
le cas de l’état de contrainte pin et on introduit à la place du dernier terme 
dans le premier membre de l'inégalité la quantité 


Tsh Î v° Vi+sin:y dSr; 


où v’ est la valeur du saut de la vitesse cinématiquement possible et y” 
la pente de la vitesse v’ vers la ligne de discontinuité. 

On doit les résultats essentiels sur les principes d'extremum pour le corps 
rigide-plastique È A. Markov el R. Hill [47], W. Prager et P. Hodge [$], 
W. Koiter [77], S. Feinberg [152 


65. THÉORÈMES RELATIFS AU COEFFICIENT 
DE LA CHARGE LIMITE 


Les inégalités obtenues dans le paragraphe qui précède permettent 
de calculer les charges limites par rapprochement successif des esti- 
mations supérieure et inférieure. Cependant, le procédé nécessaire 
pour s’approcher de la charge limite n'est indiqué directement par 
les inégalités (64.14) et (64.21) que pour les cas les plus simples (par 
exemple, si l’on définit sur S, une vitesse de grandeur et de direction 
constantes, la connaissance de la puissance équivaut à connaître la 
charge sur S, dans cette direction). Un tel cas est constaté dans le 
problème sur la pénétration d’un poinçon plat et lisse. 

Lorsque l’on est en présence de plusieurs charges, une surface: 
quelconque (dite « surface d'écoulement ») répond à ces dernières 
dans l’état limite; les inégalités trouvées permettent en principe de 
construire pour cette surface des estimations bilatérales. On peut 
obtenir des résultats simples, mais importants, dans le cas de la mise 
en charge proportionnelle. 

1. Mise en charge proportionnelle. Envisageons le cas important. 
des forces de surface croissant proportionnellement à un paramètre 
m>0; il est alors aisé d'obtenir les estimations pour la charge limite. 

Penchons-nous plus en détail sur les suppositions initiales. Les 
charges sur une partie de la surface S- du corps croissent dans une 
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proportion déterminée 
Xni=mX% sur Sr, (65.1) 


où X?; est une distribution quelconque fixée des charges sur Sp. 


En outre, on suppose que sur une partie de la surface S, les vitesses 
soient nulles: 


Voi =0 («appuis fixes »). 


L'état limite du corps est obtenu pour une valeur quelconque du 
paramètre m = m,. Nous désignerons par m, le coefficient de la charge 
limite. 

2. Estimation supérieure de la charge limite. On obtient l’esti- 
mation supérieure m, à partir de l'inégalité (64.14) qui maintenant 
prend la forme (cf. remarque à la page 311) 


| Xnivi dSr LT f H'daV+r, f ILw']|dS;, 


les vitesses cinématiquement possibles vi se réduisant à zéro sur S.. 

En vertu de (65.1) pour l’état limite on a: 

[ H'av+f L'TlaS, 
FXouidSe 


nri 


my LTs 


Me (65 .2) 


On suppose que la puissance des forces de surface données pour 
les vitesses cinématiquement possibles, qui figure dans le dénomina- 
teur (65.2), soit positive. Il ne peut y avoir un signe d'égalité dans 
(65.2) que lorsque le champ cinématiquement admissible vi se con- 
fond avec celui réel v, (sous les réserves formulées dans le paragraphe 
précédent). 

Nous désignerons par m, le nombre sans dimensions dans le se- 
cond membre de l’inégalité et nous conviendrons de l'appeler coeffi- 
cient cinématique. Ainsi, 

My LM (65.3) 


Le coefficient de la charge limite m, ne peut être supérieur au coefficient 
cinématique my. 

I1 découle de (65.2) que Le coefficient cinématique m, est obtenu en 
égalant la puissance des charges pour les vitesses cinématiquement possi- 
bles à la puissance correspondante de la déformation. 


Remarque. Dans le cas de l’état de contrainte plan, le deuxième 
terme du numérateur est à remplacer par la quantité, 


h f v" V1—+sin y’ dsr. 


3. Estimation inférieure de la charge limite. L’estimation inférieure 
du coefficient de la charge limite m, découle du deuxième principe 
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d'extremum. Envisageons l'état de contrainte d'écoulement stati- 
quement possible o;; satisfaisant sur S- aux conditions aux limites 
quelque peu modifiées : 


Xni=mÂn sur Sr (65.4) 


(au lieu des conditions (64.16) que l’on peut écrire dans ce cas sous la 
forme X,;, = m,X%); ici m,est une valeur quelconque du paramètre 
m. On ne peut pas appliquer directement à ce cas l'inégalité obtenue 
à la fin du paragraphe précédent. A la place de l'équation (64.19), 
on obtient maintenant: 


(0iÿ— 015) EiydV = (ms —m,) Î Xovi dSr+ 
Æ | (r—t)luldS,. (65.5) 


Conformément à (64.20), le premier membre est en général néga- 
tif, par conséquent, 


(Ts — 7") [v]dS, 


TP (65.6) 


M,—-M> 


On n'aura le signe d'égalité que lorsque les systèmes des contrain- 
tes ©:y, 0i, se distinguent seulement d’une pression uniforme. Le 
numérateur étant non négatif (| r'| ts, ts lv] > 0) et le dénomi- 
nateur étant positif, le coefficient de la charge limite m, ne peut pas 
être inférieur au coefficient statique ms: 


Ms L Me. (65.7) 


4. Corollaires. Envisageons quelques corollaires découlant des 
inégalités établies ci-dessus. 

1. Le coefficient de la charge limite m, est unique. 

En effet, examinons, par exemple, l'inégalité (65.3) conformé- 
ment à laquelle le coefficient de la charge limite m, atteint le mini- 
mum absolu pour le champ de vitesses réel. L'hypothèse de l’existen- 
ce de deux valeurs m,, et m,. du coefficient de la charge limite ne 
s'accorde avec la condition du minimum absolu de m, que si les 
valeurs se confondent. 

2. Le fait d'ajouter du matériau à un corps ne peut faire baisser la 
charge limite. 

Illustrons cet énoncé par un exemple simple. Envisageons un tube 
circulaire (fig. 198, a); nous désignerons la pression limite, répon- 
dant à un champ de contraintes à symétrie axiale (paragraphe 26), 
par 


b 
Po—26,ln—. 


316 PRINCIPES D'EXTREMUM ET MÊTHODES DE SOLUTION  [CH. VIII 


Examinons maintenant le problème relatif à la recherche de la 
charge limite p, pour un prisme carré long à ouverture circulaire 
centrale, chargée par une pression uniforme ; la surface extérieure du 
prisme est libre de contraintes (fig. 198, b). 

Pour le calcul de l'estimation inférieure, qui est le coefficient 
statiquement possible, on peut prendre l’état de contrainte discon- 
tinu comme suit: inscrivons dans le prisme le tube montré sur la 
figure 198, a; on considérera comme nulles les contraintes dans les 
coins hachurés. IL est évi- 
dent que les équations 
d'équilibre et les conditions 
aux limites sont satisfaites, 
la condition d'écoulement 
n'étant nulle part violée. 
Selon la démonstration 


Ps > Po- 


Ce résultat, certes, est évi- 
dent et admet une simple 
. généralisation. Il est clair 
que l’adjonction d’un maté- 
riau à la frontière libre 
d’un corps (que nous appe- 
lons « adjonction d'un matériau à un corps») ne réduit pas la 
charge limite, car, pour un nouveau corps, on peut prendre l’état 
de contrainte d'écoulement statiquement possible qui est formé par 
les contraintes nulles dans le matériau ajouté et les contraintes 
de l'état limite dans le corps initial (de façon analogue à la 
figure 198). Mais alors la frontière inférieure de m, pour la charge 
limite est conservée. 

On peut démontrer de façon analogue que 

3. L'enlèvement du matériau ne peut avoir comme effet l'augmen- 
tation de la charge limite. 

4. L'augmentation de la limite d'écoulement +, en certaines parties 
du corps ne peut réduire la charge limite (car tout état de contrainte 
d’écoulement statiquement possible pour le corps initial sera éga- 
lement un état de contrainte d'écoulement statiquement possible 
pour un nouveau corps). 

5. De deux solutions cinématiquement possibles, la plus acceptable 
est celle qui conduit à une charge limite plus petite. 

Ce principe a été nommé précédemment (paragraphe 40) critè- 
re du choix. 

6. De deux solutions statiquement possibles, la solution préférable 
est celle qui conduit à une charge limite pius grande. 

5. Extension des théorèmes relatifs à la charge limite à la condi- 
tion d'écoulement générale. Les théorèmes démontrés plus haut 


a) 


Fig. 198 
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ne se rapportaient qu'à la condition d'écoulement de von Mises. 

Pourtant, nous avons souligné plus d’une fois l'importance des autres 

conditions d'écoulement, en particulier de la condition d’écoule- 

ment de Tresca — Saint-Venant. Il est facile de démontrer les théo- 

rèmes de la charge limite pour la condition convexe générale de la 

plasticité f (15) = X pour la 

loi associative de l’écoulement _ 

(paragraphe 16). 7 
Le théorème relatif au coef- 

ficient cinématique mr, = m.. 

D'après la définition de m; 

pour le champ cinématique- 

ment admissible v;, on a: 


ma | Xhvids.= ['otsi; av + - 
+ | T° [v’]dS,. a) 


Ici of; est le tenseur Fig. 199 

des contraintes correspondant 

(d’après la loi associative) aux vitesses de déformation cinématique- 
ment possibles E;;, t* la contrainte tangentielle correspondante 
sur la surface de discontinuité S,. Les contraintes o*; se trouvent 
à la surface d'écoulement =, mais, en général, elles ne satisfont pas 
aux équations d'équilibre. D’autre part, d’après l'équation (64.11) 
on a: 


m, | XwidSe= | oui av + | +iv'145;, 
où Oiÿy, T sont des contraintes réelles. On trouve par soustraction: 
(mx—m,) | XiwidSr= | (0ÿ— 01) ti; av + 
+ (D ividS. (65.8) 


La surface d'écoulement étant convexe (fig. 199, a), on a alors 
(of; — 013) Ei; > 0; ceci est vrai également aux points singuliers de 
la surface. Ensuite, comme nous l'avons déjà noté, la surface de dis- 
continuité est une surface de glissement ; la contrainte tangentielle 
t* est associée au champ Ei; et atteint sa valeur maximale sur S,;, 
c'est pourquoi (t* — t) [v’] > 0. Ainsi, le second membre de (65.8) 
est non négatif. Par suite de la positivité de la puissance des charges 
données, on en vient à l’assertion recherchée. 

Arrêtons-nous en particulier sur la condition d'écoulement de 
Tresca — Saint-Venant qui est couramment utilisée. Le coefficient 
mx Cinématiquement possible est déterminé ici en égalant les puissan- 
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ces de la charge donnée et de la déformation plastique : 
ma | XtividSs = 27, | Ex dV, (65.9) 


Où Emax est la valeur absolue de la vitesse de déformation principale 
dont la valeur numérique est maximale (cf. paragraphe 16). Si le 
champ de la vitesse cinématiquement possible vi est discontinu, on 
devra alors inclure dans le second membre de l'équation (65.9) la 
puissance de la déformation plastique, dissipée sur les discontinuités. 

Le théorème du coefficient statique m, < m, découle aisément de 
l'équation (65.5) transformée de manière évidente : 


(ms ms) | Khan dSe= | (oi oi) E:çàv + 
+ ( ('—+)[u)dS,, (65.10) 


où O;y, t sont des contraintes réelles et 0o;;, +’ des contraintes 
statiquement possibles se trouvant à l’intérieur ou à la surface 
d'écoulement. Celle-ci étant convexe (fig. 199, b), on al alors 
(oi; — O1) Er K 0, ceci étant vérifié également aux points singu- 
liers de Z. Etant donné que v; est une vitesse réelle, on a alors, tout 
comme dans le cas précédent, (t — +’) {v] > 0. Le deuxième mem- 
bre de (65.10) étant négatif, il en découle immédiatement la seconde 
assertion. 

6. Charge limite dans les problèmes de contact. Il est parfois 
indispensable de trouver la charge limite pour un système de corps 
en contact. Dans les cas où les conditions qui se réalisent sur la sur- 
face de contact sont très simples (par exemple, pour le cas de la con- 
trainte tangentielle constante), on se contentera des théorèmes dé- 
montrés précédemment. Plusieurs problèmes de ce type seront envi- 
sagés dans le paragraphe suivant. 

Si un frottement de Coulomb s'exerce sur les surfaces de contact, 
on pourra démontrer aisément [:#] que la charge limite recherchée 
ne dépasse pas la charge limite pour le même système de corps lorsque 
Les surfaces de contact sont soudées et n’est pas inférieure à la charge 
limite pour le même système de corps lorsque les surfaces de contact 
sont parfaitement lisses. 


7. Considérations finales. Les propriétés d'extremum de la charge limite 
et leurs applications éventuelles pour les méthodes de solution approchées 
de la charge limite ont été proposées pour la première fois (en termes de méca- 
nique des constructions) par A. Gvozdev en 1936; le théorème de la frontière 
inférieure (pour les poutres continues) fut formulé déjà en 1914 par Kazintchy. 
La démonstration rigoureuse du théorème de la frontière inférieure est due 
à S. Feinberg. Parmi les travaux ultérieurs consacrés aux théorèmes de la rup- 
ture plastique, nous citerons les études de Drucker, Greenberg, Prager (cf. 
[77,%]), et de Hill [47,157]. 
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66. EXEMPLES D'APPLICATION DE LA MÉTHODE ÉNERGÉTIQUE 
POUR LA RECHERCHE DE LA CHARGE LIMITE 


1. Généralités. Comme nous l’avons déjà noté, la méthode énergé- 
tique permet de trouver la solution efficace des problèmes relatifs 
à la portance. Cette méthode est couramment appliquée dans diffé- 
rents domaines de la théorie de l'équilibre limite: mécanique des 
systèmes triangulaires, problèmes de l'équilibre limite des plaques 
et enveloppes, etc. A l’aide de calculs relativement simples, on arrive 
souvent à construire des frontières supérieure et inférieure confondues 
et à obtenir de la sorte la valeur exacte de la charge limite. Le pro- 
blème de l’extension d’une bande à ouverture circulaire, traité dans 
le paragraphe 40, est l’un des exemples 
simples de ce genre. Plusieurs autres 
problèmes seront exposés ci-après. 

En général, on établit très simple- 
ment des estimations grossières infé- 
rieure et supérieure moyennant les 
théorèmes énergétiques. Il est bien 
plus difficile d'obtenir de bonnes esti- 
mations. Il est encore plus difficile 
d'indiquer les méthodes à employer 
pour opérer le rapprochement succes- 
sif des estimations supérieure et Fig. 200 
inférieure. L'application des métho- 
des de programmation mathématique serait encourageante, mais 
elle nécessite l'intervention de calculatrices électroniques moder- 
nes (ordinateurs) et l'élaboration d'algorithmes appropriés [152]. 

2. Trapèze des contraintes discontinues pour la déformation plane. 
Pour construire des états de contrainte d'écoulement statiquement 
possibles, il est commode d'employer les champs discontinus, com- 
posés de domaines de l’état de contrainte homogène. Un champ sim- 
ple (!) d’un tel type est montré sur la figure 200. Les frontières AC, 
BD y sont libres de contraintes, sur la face AB agit une contrainte 
homogène normale 0; et sur la face CD agit une contrainte homogène 
normale 6;. Un état de contrainte homogène se réalise dans chaque 
triangle. Désignons par 0, 6, les contraintes principales dans 
AAOB et par 6, 6:;, celles dans À COD, et dans les triangles 40C 
et BOD a lieu une traction uniaxiale s parallèle à la face AC ou BD 
respectivement. Les rayons 04, OB, OC, OD sont les lignes de discon- 
tinuité des contraintes, le long desquelles (cf. paragraphe 3‘) la 
contrainte normale 6, et la contrainte tangentielle +, sont continues. 
Ecrivant ces conditions de continuité le long de OB à l’aide des for- 


() Les conditions d’intersection des lignes de discontinuité des contraintes 
ont été étudiées dans les ouvrages [°8,98,147]. 
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mules (35.1) (en dirigeant l'axe des x suivant l’axe de 0; dans À 4AOB 
et dans la direction de s dans À BOD), on obtient: 
On = 0, sin? & + 0, cos? &; = s sin? (f + ci), } 
Tn = (0, — 0;) sin & cos à; = s sin (f + 1) cos (B + «). 
D'où l’on trouve: 


» __. sin(B+as) cosf » __. sin (B+) sin 
ns EURE, gs MÉTIER (66.1) 


Ecrivons ensuite les conditions de continuité de 6,, %, sur la ligne 
de discontinuité OD: 


0° sin? &e + 0, COS? @e = s sin? (&e — BP), } 
(0° —0;) sin &: cos &2 — s sin (œ2 — B)cos (ce — B), 


d'où 
"_. Sin(&o—$) cos p » __,. Sin (&œs—B)sinf 
Nu sin Go FA cos Go] : (66.2) 


Dans les triangles considérés, les états de contrainte ne doivent 
pas perturber la condition d'écoulement de von Mises. Soit s une 
contrainte de traction, on peut alors considérer conformément aux 
formules (66.1), (66.2) que 0! > 0, > 0, oi > 0, >0; 0! devant 
être une contrainte de traction, on a alors &, >f. 

Dans le cas de la déformation plane, les conditions d'écoulement 
seront respectées si 


dans À AOB 0—0,<2k, (66.3) 
dans À BOD s<2k, (66.4) 
dans A COD 0—0,<2%k, (66.5) 


où Æ est la limite d'écoulement en cisaillement (paragraphe 31). 

Les contraintes 0;, 0° sont proportionnelles à s ; du fait qu’on cons- 
truit des champs statiquement admissibles menant à la frontière 
inférieure, il est rationnel de prendre la valeur maximale de s = 24. 
Portant maintenant les composantes de la contrainte (66.1), (66.2) 
dans les inégalités (66.3) et (66.5), et procédant à des transformations 
élémentaires, on trouve que 


tg2« >cotgB dans À AOB, 
sin 28 
Gino 7. Re AUCORe 
La seconde condition est évidemment remplie. Quant à la pre- 
mière condition, il en vient que 


m>e—h. (66.6) 
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Il est rationnel de choisir l’angle &, de manière que la contrainte 
o; soit maximale. On peut récrire la formule (66.1) pour 0; sous la 
forme 


0, = s cos? f (1 + tg B cotg «,). (66.7) 
Il est clair qu’il faut choisir la valeur minimale de «&,;, c.-à-d. 
ans ; (66.8) 


3. Frontières de la charge limite pour une bande à rainures circu- 
laires soumise à la traction. Le prohlème de la traction (dans les 
conditions de la déformation plane) d'une : 
bande, affaiblie par des rainures circulaires P 
(fig. 107), a été examiné dans le paragraphe 41, 
où l’on avait trouvé la frontière supérieure 5 
(« cinématique ») de la force de traction 


P,=4kh (144) in(1+4) k 


Arrêtons-nous sur le cas particulier où & 


h —a pour une bande de largeur égale à 4a A a 
(fig. 201). On a alors: 
P; = 5,55 ak. 


Bien entendu, il n’est nullement néces- 
saire de construire un champ de glissement 


et un champ de vitesses raccordé à celui-ci 

pour calculer la frontière supérieure de la : n 
charge. Il suffit de choisir pour cela n’importe Fig. 20 

quel champ de vitesses cinématiquement 

admissible. Par exemple, dans le problème envisagé, on peut définir 
le champ discontinu qui est montré sur la figure 201. La partie infé- 
rieure de la bande est fixe, la partie supérieure glisse le long de la 
ligne de discontinuité AB comme un solide. La ligne AB suit la 
ligne de glissement, elle est donc inclinée sous un angle de x/4 par 
rapport à l'effort de traction. Le long de AB, la contrainte tangen- 
tielle est égale à la limite d'écoulement k ; il découle des conditions 
d'équilibre que la contrainte normale a la même valeur. On tracera 
la ligne AB de sorte qu'elle ait une longueur minimale. Comme on le 
verra aisément, la frontière correspondante P; sera un peu moins bon- 
ne que P;, à savoir: 


Pi,=6 ak. 


On peut facilement obtenir une approximation grossière de la 
frontière inférieure en inscrivant dans la bande un ruban lisse de 
largeur 2a soumis à une contrainte uniaxiale de 2k, alors P$— 4ak. 


21—0653 
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Comme cela a été démontré par W. Prager, une meilleure estimation 
peut être trouvée en inscrivant dans la bande les trapèzes examinés 
dans la division précédente. On choisira alors l’angle f (fig. 202) 
de sorte que l'effort de traction soit maximal. Dans les zones hachu- 
rées, les contraintes sont nulles et dans les domaines situés au-dessus 
de la ligne CD il y a une traction uniaxiale o;. On vois clairement sur 


le dessin que le segment ! = a ( 2 — RE ) B a T . L'effort de 
traction Sn Hoidatt est égal à 
= 2lo; = 


= 4ak (2 cos f — 1) 


(66.9) 

Pour trouver le maximum de P°, 

: ,  égalons à zéro la dérivée par rapport 

Ti É 7 ENT — à B et l’on obtient que B — 26°14’. 
‘a On a alors 


P, = 5,12 ak. 


Pour la charge limite, on peut 
prendre, à 4% près, la valeur 
moyenne de P, — 5,33 ak. 

4. Trapèze des contraintes discon- 
tinues pour l’état de contrainte plan. 
Dans le cas de l’état de contrainte 
plan, les formules (66.1) et (66.2) 

Fig. 202 restent valables, mais les conditions 
d'écoulement seront différentes. No- 
tamment, selon le critère de von Mises (paragraphe 52), on a: 


0—0:0,+0,<o0; dans À AOB, (66.10) 
s<5s dans A BOD, (66.11) 
0%—00,+0,<o3 dans A CODA (66.12) 


Portant les contraintes d'après les formules (66.1), (66.2) dans 
les inégalités (66.10), (66.12), on obtient: 


sin?(B+a)[ 2 EE ]<(S) (66.13 


sin? (ce — —p [+ SP l<(S). (66.14 


ini Tru Ge 
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La valeur maximale de 0; tolérée par la condition d'écoulement 
de von Mises correspond au point © — x/6 sur l’ellipse (fig. 157); 
avec cela 
, 2 , 
6, — V5 Os GO 
Portant ici les contraintes suivant les formules (66.1), on trouve 
aisément : 


_9. Sin(Bf+aæ)cosf _ 2 
cotgpcotga—=2; — she Vs) 


Os. 


L 
d'où il découle que 


En appliquant l'inégalité (66.11) on trouve: 


cos B<2 (1-7) , c.-à-d. 62>23°. 


Pour $ = 23°, l'inégalité (66.14) sera satisfaite lorsque &, < 

< 61715’ ; si le signe de l'égalité y est 
réalisé. on aura &, — 49°40”. 

5. Frontière inférieure de la charge 
limite pour une bande à entailles angu- 
laires soumise à une traction. Envisa- 
geons le problème d’une bande à entail- 
les angulaires (fig. 175) soumise à une 
traction dans les conditions de l’état 
de contrainte plan. La frontière su- 
périeure de la charge limite a été trou- 
vée au paragraphe 56. Calculons main- 
tenant la frontière inférieure en appli- 
quant les trapèzes des contraintes 
discontinues. Pour cela on inscrira 
dans la bande deux trapèzes (en poin- 
tillé sur la figure 203); au-dessus et 


au-dessous de ces trapèzes, des champs Fig. 203 
de traction uniaxiale M 0 leur 
sont contigus. Lorsque 5 < + 7 —p< 67°, les trapèzes se trouvent à 


l'intérieur de la bande. La charge P, est alors constante et égale à 


Ps= 


A 

V3 ho,. (66.15) 
Pour les angles 0 < 8 < 67°, cette valeur coïncide avec la fron- 

tière supérieure (56.8) qui a été trouvée par R. Hill pour ô << 70°32’. 


21° 
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Par conséquent, la formule (66.15) donne la valeur exacte de la char- 
ge limite dans l'intervalle 0 < 6 < 67°. 

Pour les angles ô = 67°, on suppose que les côtés des trapèzes 
coïncident avec les côtés des entailles. On a alors B = + —ôet 
s = 6, dans les formules (66.1) et (66.2). On devra choisir la valeur 
de l'angle &, qui correspond à l’inégalité (66.13) et qui rend la con- 
trainte 0; si grande que possible. Les résultats des calculs sont ré- 
capitulés dans le tableau ci-après: 


70° 75° (2 o 90° 


ô 7 
PelP% 1,152 1,132 1,103 1,058 1,00 


La charge limite pour une bande lisse de largeur 2h est désignée 
par P% = 2h o,. Les frontières supérieure et inférieure pour le fac- 
teur d'amplification P,/P$ sont représen- 
tées sur la figure 204. 

Des constructions analogues peuvent être 
réalisées pour une bande à rainures circulai- 
res en traction (fig. 173), pour des bandes 


Fig. 205 


affaiblies par des entailles dans le cas de la flexion (fig. 176) et 
dans d’autres problèmes. 

. 7. Torsion d’une barre ronde de diamètre variable. Examinons 
le problème de la valeur limite du moment de torsion d’une barre 
ronde de diamètre variable (fig. 205). Traçons un système de coor- 
données cylindriques r, @, z en dirigeant l'axe des z suivant l’axe de 
la barre. Comme pour la torsion élastique. on peut considérer que les 
sections transversales de la barre restent planes, bien qu’il y ait un 
gauchissement des rayons. Donc, les composantes de la vitesse sont : 


v=v, =0; vo =v(r, 2) =v. 
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Cela étant, les composantes de la vitesse de déformation sont 
égales à 


Er = Ep =Ëz == 0, 
4 fv ô fv 
Mer (Fr) er (Se). 
Des relations de Saint-Venant — von Mises (13.11) il résulte que 
Or = Op Oz = Tr 0, Mrp— 2 To Ne: = 2NTyz (66.16) 


Les composantes non nulles de la contrainte t,,, T2 Satisfont 
à l'équation différentielle d'équilibre 


Are. De: ro 
+ + 0 (66.17) 


À 
et à la condition d'écoulement 
ot = 4. (66.18) 


Le champ de contraintes correspondant dans le domaine plastique 
a été étudié par V. Sokolovski [#]. La condition d'écoulement sera 
satisfaite si l’on pose 


Try =ksin®, T,:==k cos 0, 


où 6 est l'angle d’inclinaison inconnu du vecteur de la contrainte tan- 
gentielle par rapport à l'axe des z. Eliminant le facteur À’ entre 
les relations de Saint-Venant— von Mises citées plus haut, on 
trouve : 


_. (2) cos8 À (2) sin = 0. (66.19) 


Les caractéristiques de cette équation coïncident avec les lignes 
de glissement. L'équation différentielle (66.19) a la solution évi- 
dente 


v = Cr, (66.20) 


où C est une constante arbitraire. Cette solution correspond à la ro- 
tation d’un arbre ou d’une partie de celui-ci en tant qu’un entier ri- 
gide. 

Introduisons le plan de discontinuité de la vitesse z — const. 
La solution (66.20) est vraie au-dessus et au-dessous de ce plan pour 
différentes valeurs de la constante arbitraire. Sur le plan de discon- 
tinuité, on a M,59—+ 0, My: — 00. 

Alors, des rolationé (66. 16) il résulte que 


Tre = 0, To: = Const = k. (66.21) 
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A cette solution correspond le moment de torsion 
a 
M=2n | kr dr = ak, (66.22) 
0 


où a est le rayon de la section envisagée. 

La solution obtenue correspond au champ cinématiquement ad- 
missible de la vitesse («cisaillement » dans le plan z—const), M est 
donc la frontière supérieure de la charge limite. On considère naturel- 
lement que a est le rayon de la section transversale minimale de 
l'arbre. 

D'autre part, on peut construire facilement un champ de contrain- 
tes statiquement admissible qui ne perturbe pas la condition d'écou- 
lement. À cet effet, il suffit d'inscrire dans l'arbre envisagé une barre 


Fig. 206 


ronde (montrée en pointillé sur la figure 205) de rayon a constant avec 
le champ limite (66.21). On considère que les contraintes sont nulles 
lorsque r = a. D'après le théorème statique sur la charge limite, 
M sera donc également la frontière inférieure. Par conséquent, on a 
trouvé la solution complète et M est la valeur exacte du moment 
limite pour un arbre de diamètre variable en torsion. 

8. Cisaillement et compression d’une couche mince. Le problème 
plan de Prandtl relatif à la compression d’une couche plastique min- 
ce entre deux plaques rugueuses rigides a été exposé dans le chapitre 
V (paragraphe 47). La présence de l’effort 2Q déplaçant les plaques 
influe notablement sur l'écoulement de la couche (fig. 206). Ci- 
après, nous présenterons la solution statiquement possible de ce pro- 
blème. En l'absence de cisaillement. les frontières supérieure et in- 
férieure de l'effort comprimant ont été obtenues par R. Shield pour 
une couche plastique mince. 
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S'il n'y a pas de cisaillement (Q = 0), sur les plans de contact 
y = + h se développent des contraintes tangentielles maximales 
Ty = + k, où k est la limite d'écoulement au cisaillement. Lors- 
qu’il y a un effort de cisaillement 2Q sur les segments y = hk,zx< let 
y=—h, x >l, la valeur des contraintes tangentielles est tou- 
jours égale à 4. Dans les parties restantes, les contraintes tangentiel- 
les se « déchargent » et leur valeur devient inférieure à 4 ; supposons 
qu'elles soient égales à k,, |k,| < 4 respectivement. Il est facile 
de construire les solutions suivantes des équations d’équilibre (31.9) 
et de la condition d'écoulement (31.8), satisfaisant aux conditions 
aux limites données pour t.,, sur les lignes y = + k: 


Tey __1+% 1x y y 1x x 
Se or oo ne Do di 
È È 5 (66.23) 
D = "Ur _ ([Tzev 
e=%+2y/1-(%), z<t 
où x =", |x|< 1 et C est une constante arbitraire. Pour x = 


= — |, les formules connues de Prandtl (47.1) découlent de (66.23) : 
le cas x — 1 correspond au problème du cisaillement pur de la couche 
(ox = 67 = 0, ty = k). 

Il convient de” définir les constantes C et x d'après les conditions 
de l’équivalence statique. On satisfera avant tout, au sens de Saint- 
Venant, à la condition d'absence des contraintes normales sur le 
bout de la couche, à savoir: 


kh 
Î (0x)x=0 dy =0. 
2h 

D'où l’on trouve: 


C=r— (+—x V1—%—arcsin *) ; 


Ensuite, la condition d'équivalence des contraintes normales 
à l'effort de compression 2P donne: 


Finalement, de la condition d'équivalence des contraintes tan- 
gentielles de contact à l'effort de cisaillement on obtient: 


A+ x = 2q (=< 7 <1). 
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Eliminant C, x entre ces relations, on trouve la condition de 
l'équilibre limite: 


a—p[2-(41-9 +]- 
=+2(1—29) Vq({—g —arcsin(29—1). (66.24) 


Pour q = 0, il en découle la formule de Prandtl (47.3). On verra 
sans peine également que LE — oo pour g— 1. 

Les courbes limites pour les valeurs L- 10 et += 20 sont 
montrées sur la figure 207. Il est évident que l’adjonction d’une force 
de cisaillement à la charge comprimante a pour effet de réduire sen- 
siblement la portance de la couche. On 
peut montrer que la solution trouvée 
donne la frontière inférieure pour l'effort 
de compression, c.-à-d. P >> P° (pour Q@ 


fixé). Les 
10 
d L-20 
95 
0 
P 70 
Fig. 207 Fig. 208 


9. Compression d’un cylindre entre deux plaques rugueuses. Envi- 
sageons la compression d’un cylindre circulaire (de hauteur 2h et de 
diamètre 2a) entre deux plaques rugueuses parallèles (fig. 208). 
Les contraintes tangentielles v,. atteignent la limite d'écoulement 


Ts = LE ©, sur les plans de contact. Introduisons les coordonnées 


sans dimensions p = r/a, & —= z/a, x = hla. 

La frontière supérieure. Admettons que la vitesse radiale ciné- 
matiquement possible u’ est égale à 

, &? 
u'=Ap(1—B5+), 

où À est une constante et 0 < BP < 1 un paramètre caractérisant le 
degré du « flambage latéral ». Ce phénomène n’a pas lieu si f = 0. 
On tire de l'équation d’incompressibilité (58.6) la composante axiale 
de la vitesse w”’: 


w' = —24 (—È). 
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Soit c la vitesse de déplacement de la plaque, on a alors u” — 
— — c pour & — %, d’où l’on définit À = 3c/2x (3 — B). 

Conformément à (64.14), on trouve la frontière supérieure de 
l'effort de compression à partir de la relation 


1 
P,c<2nr, | | H'pdpdt+anr, | (u'kpdp. (66.25) 


Op 


= 


L'intensité des vitesses de déformation du cisaillement H° est 
calculée selon le champ de vitesses choisi; pour des raisons de sy- 
métrie, on a examiné la moitié du cylindre & => 0. Procédant aux 
calculs, on obtient : 


Le <E + 
1 (pp ++ FE RÉ 
= 2 1/2 = : 
Po [a—pon+ ÉE+apes 


On a introduit ici la pression moyenne p, = P,/na?. Le para- 
mètre B est choisi de façon que p’ soit minimale pour x donné. Les 
résultats des calculs [17] effec- 
tués pour les cylindres de hauteur 
différente sont représentés sur la 
figure 209. La ligne en pointillé 
correspond à une solution élé- 
mentaire lorsque f — 0, pour 
laquelle 


2° 1 l 
Os P 3V3%x 2 : 
ns | 2 4 6 8 10 12 4 K6 
La frontière inférieure est bien 
plus difficile à construire. étant Fig. 209 


donné que, dans le problème en 

question, l'état de contrainte d'écoulement statiquement possible 
doit satisfaire à un système compliqué d'équations et de conditions 
aux limites. Dans l'ouvrage de Kobajashi et Thomsen [1] cité 
plus haut. on donne la construction du champ de contraintes dis- 
continu. 

10. Flexion des plaques. La méthode énergétique est fort com- 
mode lorsqu'il s’agit de rechercher la frontière supérieure pour la 
charge limite de plaques fléchies de forme variée. Il faut alors définir 
la forme cinématiquement possible de la vitesse de fléchissement de 
la plaque. 
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A titre d'illustration, examinons tout d’abord les plaques à sy- 
métrie axiale (cf. paragraphe 62). Conformément à la relation (65.2), 
le coefficient cinématiquement possible de la charge limite est repré- 
senté dans ce cas par la formule 


b À b 
= Ts Î Î H'r dr de] | p(r) w'r dr, 
a a 


où w’ est la vitesse cinématiquement possible du fléchissement. 
Utilisant les formules (62.2) et la condition d’incompressibilité, 
on trouve sans peine que l'intensité des vitesses virtuelles de défor- 
mations du cisaillement est égale à 


H'=2|z 21 (5) + _— (+ = 2|2IW. 


dr àr r dr dr° 


Intégrant suivant z, on trouve: 
me = 7 M Wr dr] p(r)wrdr (M.=0h). (66.26) 


Exemple. Une plaque continue (a —0), aux extrémités posées sur 
des appuis r — b, fléchit sous l'effet d’une charge uniforme 
p = const. On a w’ = 0 pour r = b; supposant que la surface de la 


flèche soit unie, on a 20 pour r = (0. A ces conditions satisfait 


dr 
par exemple la fonction w’ = b? — r*; de (66.26) on obtient alors 
Mk = par conséquent, p, << ne ( rappelons que la solution 
exacte donne p, Æ 6,5% | 


Si l’on désigne par w’ la forme de la flèche d’une plaque élastique 
analogue pour v = 1/, 


v'eu[1-5(5) +52). 


où w° est un facteur arbitraire, on peut sensiblement améliorer l'es- 
timation 


M; 
Ps < 6,7 TR 


Revenant au cas général, notons qu'il est facile de trouver [*#] 
la frontière supérieure de la charge limite pour des plaques polygo- 
nales appuyées suivant le périmètre et fléchies par une force concentrée 
P (fig. 210). On peut admettre que dans l’état limite la surface moyen- 
ne d’une telle plaque a la forme d’une surface pyramidale de sommet 
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en © où est appliquée la force. Des articulations d'écoulement se dé- 
veloppent le long des arêtes, tandis que les domaines triangulaires de 
la plaque entre ces arêtes restent rigides. Désignons par w, la vitesse 
de fléchissement sous l'effet de la force, par wi la vitesse respective 
de variation du dièdre le long de 
la i-ème droite d’articulation et 
par /; la longueur de cette der- 
nière. Conformément à (65.2), 
la charge cinématiquement pos- 
sible P; est définie à partir de 
l'équation de la puissance 


Paw, = Ms pa li. 
î 


La charge limite P, < P4. 

Calculons la vitesse angulaire 
oi; à cet effet, traçons un plan 
perpendiculaire à la ligne 4,0. 
Dans l’unité de temps, le fléchissement du point O augmente d’une 
petite valeur w; -1 et l’angle de la ligne brisée 40,B s'accroît d’un 
petit angle wi -1. On voit clairement sur le dessin présenté que 


LA LA 1 1 4 
où uw (+++) = (cotg a+ cote fs), 


où @;. B; sont les angles formés par la i-ème ligne d’articulation avec 
les côtés voisins de la plaque. Ainsi, 


Pa = Ms Ÿ (cotg a + cotg fi). (66.27) 


Pour une plaque polygonale régulière, chargée au centre, on obtient 
à partir de (66.27): 


Pa=2nMtg+, 


où n» est le nombre de côtés du polygone. Par exemple, on a P, — 
= 8M, pour une plaque carrée (n — 4). 


67. PRINCIPES DU MINIMUM DANS LA THÉORIE 
DES DÉFORMATIONS PLASTIQUES 


Les méthodes énergétiques, fondées sur l’application du principe 
du minimum de l'énergie potentielle et du principe de Castigliano, 
ont une grande importance dans la théorie de l’élasticité. Dans le 
présent paragraphe, on établit des théorèmes analogues pour la théo- 
rie des déformations plastiques. 

1. Travail des forces extérieures (généralisation du théorème de 
Clapeyron). Soit V le volume occupé par un corps déformé, limité 
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par la surface S sur un élément S; de laquelle sont définies les 
forces de surface F, avec les composantes X,,; des déplacements 
sont donnés sur un autre élément S, de la surface. A l’état d’équi- 
libre du corps répondent les déplacements w;. Pour des raisons de 
simplicité, nous supposons que les forces de volume soient absentes. 

Les composantes de la contrainte 6;; satisfont aux équations 
différentielles d'équilibre (64.2) et aux conditions aux limites 
sur Sp (64.3). 

De façon analogue à la relation (64.6), l'équation 


| Xniur dS — | OtjEiy dv, (67.1) 


est vraie, les champs des contraintes 0;; et des déplacements w; 
pouvant en général ne pas être liés entre eux. 
La démonstration se fera tout comme pour la formule (64.6). 
Admettons que les contraintes et les déformations suivent les 
équations de la théorie des déformations (paragraphe 14), c.-à-d. 


Ei5 = Ÿ (0:53 — OÙ) + kOÔ:S, (67.2) 
ou inversement 
1 se. 4 , d E 
= (eu ne: &bs) +3 bi. (67.3) 


On s'aperçoit sans peine que 
Oijeis = 2 (U + YT*). (67.4) 
Etant donné que e = 3k0, l'énergie élastique de la compression volu- 
mique est alors égale à 


ko? = À 6e. (57.5) 


En vertu de la relation L — 2ÿT on a #7? — + TT, par consé- 
quent, 
Ori =0E+ TT, (67.6) 
et le travail des forces extérieures le long de leurs déplacements corres- 
pondants est égal à 


= Xaru dS = Î (oe+ TT) d. (67.7) 


Il est évident que 0e représente le double de l'énergie élastique 
de la compression volumique (fig. 211, a). 

Considérons la courbe T = g (T) l (fig. 211, b); le travail du 
changement de forme 


At= [Tar 
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est représenté par l’aire hachurée. Ensuite, dA, = Tdr; soit T le 
travail du changement de forme qui est une fonction homogène de 
puissance m; on a alors TT = mA et 


4 Î (2U + mAr) dV. 


Théorème de Clapeyron. Envisageons le milieu élastique de 
Hooke ; pour ce milieu Ar=-- l?, m — 2, par conséquent, 


A=2 | nav, 


autrement dit, Le travail des forces extérieures le long de leurs déplace- 
ments correspondants est égal au double de l'énergie élastique du corps. 
Ce théorème est utile dans les cal- 
culs du potentiel élastique. 

Lorsque les déformations plasti- 
ques sont évoluées, on peut négliger 
les déformations élastiques. On a 
alors pour l’état d'écoulement 
T =7T,et 


A=t, [rav, 


c.-à-d. le travail des forces extérieu- Âr 
res le long de leurs déplacements 
correspondants est égal au travail du 
changement de forme plastique. 

2. Principe du minimum de 
l'énergie totale. Examinons les 
propriétés de minimum de la dis- 
tribution réelle des déplacements. 

Faisons subir à des points du 
corps, se trouvant en équilibre sous 
l'effet des forces et déplacements iFig. 211 
donnés, des déplacements infiniment 
petits et continus ôu,, compatibles avec les conditions aux limites 
(déplacements cinématiquement possibles); on suppose alors qu’il 
n’y a pas de décharge (plus précisément, on envisagera le principe du 
minimum pour le milieu élastique non linéaire correspondant). 
Conformément au principe des travaux virtuels, la somme des tra- 
vaux de l’ensemble des forces intérieures et extérieures le long de 
leurs déplacements virtuels au voisinage de l’état d’équilibre est 
nulle. c.-à-d. 


Ÿ oi56e:; av — [ Xn1ôu dSr = 0. (67.8) 
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Notons que l’on peut obtenir cette équation par voie formelle en 
transformant l'intégrale de surface et en utilisant les équations 
d'équilibre (de façon analogue à la déduction de l'équation (64.6)). 

Dans la théorie de la déformation plastique (cf. paragraphe 14), 
on a: 


Ode: = II, 


où II est le potentiel du travail de déformation. Les forces extérier 
res restant invariables, leur travail sera 


6A— ë | Xiti dSr 
et[l’équation (67.8) se réduit à la forme 
6 ( f nav —4)=0. (67.9) 


La grandeur à l’intérieur des parenthèses est appelée énergie totale; 
désignons-la par €, on a alors: 


ô£ = 0. (67.10) 


La forme réelle de l'équilibre du corps diffère de toutesles formes 
possibles par ce qu’elle implique une valeur minimale à l'énergie totale 
(cf. ci-après). 

L'équation variationnelle (67.10) remplace les conditions aux 
limites et les équations différentielles d'équilibre aux déplacements 
(20.2), généralisant les équations de Lamé dans la théorie de l’é- 
lasticité (paragraphe 20). 


En effet, 
Qu . _1/ 9 "9 
ee Ôeij, LE = (a out ôus) . 
A l'aide de la formule de Gauss — Ostrogradski on trouve: 
on nl ô pô 5 
[ en deu = f de: Ôus cos (nr, 4) as— | EN (2) Ou dV $ 


etc. Portant ces expressions dans l'équation (67.9), on obtient: 


| La (5) Jouer + Î E cos (n, D—Xn | 6u;28 —0. (67.11) 


Les déplacements étant définis sur l’élément de surface S,, sur S, on a donc 
ôu; = 0; les variations de ôu, sont arbitraires à l'intérieur du corps et à la 
surface de S}, et il découle de (67.11) les équations différentielles d'équilibre 
aux déplacements (20.2) et les conditions aux limites correspondantes sur S.. 


Envisageons les cas particuliers des états du milieu : d’élasticité, 
LEA 8 LA . 
d'écoulement et d'’écrouissage. 


67.] PRINCIPES DU MINIMUM DANS LA THÉORIE DES DÉFORMATIONS 335 


Le milieu élastique de Hooke se caractérise par le fait que 


Sous la condition de l'indépendance des forces extérieures par 
rapport aux déplacements, l'énergie totale du système élastique prend 
la valeur minimale. 

Il est facile de le montrer en calculant la seconde variation de l'énergie 
potentielle ; étant donné que II est ici une forme positive quadratique homogène 
des composantes de la déformation, sa seconde variation sera la même forme 


quadratique des variations des composantes de la déformation 6e; multipliée 
par 2, par conséquent, 


ET EU+ 6 LT>0, 
avec 


eur =-1 (6e)° :> 0, 
& _ T2 G26e,58e; > 0. 


Nous désignerons par l?(6e,,) la forme quadratique non négative des varia- 
tions de la déformation. Ainsi, 6211 > 0, mais alors on a également 68 > 0. 


Dans l'état d'écoulement, l'accroissement du potentiel du travail 
de déformation est égal à 


ôn=6(#+rr), 
et l'équation variationnelle fondamentale prend la forme 
ë[( (H+rr)a-4]-0. (67.12) 


Sous la même condition de l’indépendance des forces extérieures par 
rapport aux déplacements, la seule condition remplie dans ce cas 
sera la condition de minimum nécessaire pour la forme d'équilibre. 
réelle. 


En effet, 
&II = &U + tET, 
avec ô?U > 0; d'autre part 
= L 6, 871 {re (Be:ÿ)— 1 (6 cor} 
"2 ; TT Ware | 


La grandeur dans les accolades est non négative; en effet, 


= À (tv +v0, 


336 PRINCIPES D'EXTREMUM ET MÉTHODES DE SOLUTION [CH. VII 


et, après des transformations simples, on trouve: 


{= 2 ôve—Va0V 1) + (vaôvs— vs0 va) + (v30 V1 — V16V3) 
3 HV 

<.-à-d. 627 >> 0. Etant donné que 7, > 0, T > 0, on a alors II > 0 du fait 
que l’expression entre les accolades peut se réduire à zéro pour ôÿ1, ôy2, ôys 
non nulles. 

Il convient de noter que, s’il y a des zones élastiques dans le 
corps, on a dans ces zones Ô°II > 0 et alors 6°8 > 0. 

Pour le milieu écrouissable, le potentiel de la déformation est 
exprimé par la formule (14.25), et alors 


5{| (u+ [em rar)dv—4}=0. 


Sous la même condition d'indépendance des forces extérieures par 
rapport aux déplacements, l'énergie du système atteint son minimum 
dans l'état d'équilibre réel. 


> 0, 


En effet, la seconde variation est 
BI = EU + &| Tdr.. 
Ensuite, | 
& | rar = 6rôr + r&r. 


En y portant Ô7 conformément à l'équation T = g (T) F, on obtient: 
& \ er ar= Se (8re+rêT. 


Le deuxième terme du second membre ne peut être négatif; supposons mainte- 

nant que, lors de la croissance de la déformation de cisaillement, augmente 

la contrainte de cisaillement (fig. 212). 

T Cette condition qui caractérise « l’endu- 

rance » du matériau, est évidemment 

vérifiée pour tous les solides (cf. paragra- 
phe 18). On a alors 


aT 
ar 0 (67.13) 


et 6?IT est une forme quadratique définie 
positive des variations Ôe,;. Il n’est pas 
difficile de s'en convaincre si l'on ana- 
lyse les conditions de l'annulation si- 
multanée des grandeurs ô2U, 6 (T2) et 62T.. 
Examinons le cas du problème 
mixte. Soit V le volume d’un corps 
Fig. 212 en équilibre, divisé par la surface 

en parties V, et V. dans chacune 

desquelles la déformation est régie par sa loi caractéristique de l’état 
du matériau de cette partie du corps. Les expressions correspondantes 
du potentiel du travail de déformation seront IL, et IL. Sur la surface 
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Z les états passent continüment de l’un à l’autre et les grandeurs T 
et | sont constantes (paragraphe 21). Lorsqu'on fait varier l’état 
déformé, la surface Z passe en général à une surface infiniment pro- 
che ©” qui séparera les volumes V; et V;, voisins des précédents. La 
variation de la surface de séparation (ou surface frontière) Y ne dé- 
pend que de l’accroissement de la grandeur T qui aura la même valeur 
constante sur les surfaces X et 2’. 


Considérons l’intégrale triple 
T(à)= [ Î | F(z, y, 2; À) dx dy dz, 
D 


étendue au domaine D, limité par une surface Z quelconque qui varie avec le 
paramètre À. La variation de cette intégrale (cf. E. Goursat, « Cours d'analyse 
mathématique », vol. I, partie 1, Appendice) est égale à 


&T (= | | f 6F és ayas+ | Î FônëS, 
D = 


où ôn est le déplacement infiniment petit d’un point de la surface Z dans la 
direction de sa normale extérieure lors de la variation de À. 


Dans notre cas, le potentiel du travail de la déformation d'un 
corps a la forme 


Il — [1 av, + [ui av. 


et l’on doit appliquer à deux reprises la formule précédente, à savoir 
au volume V, et au volume V.. Par suite de la continuité de I1 dans 
tout le volume du corps, les intégrales correspondantes se réduiront 
à la surface de ©, car elles sont de valeur égale et de signe inverse. 
Ainsi, pour le problème mixte, à condition que les déplacements, les 
composantes de la déformation et de la contrainte soient continus 
sur S, on obtient: 


6{ Î DidVi+ [ 1: dv: }=0, (67.14) 


c.-à-d. que la forme réelle de l'équilibre d'un corps, dont les parties se 
trouvent dans des états différents, se caractérise par le minimum de l'éner- 
gie totale, comme dans le cas simple. 

3. Principe du minimum de travail supplémentaire. On a examiné 
plus haut les propriétés de minimum des déplacements réels. Procé- 
dons maintenant à l'examen des propriétés de minimum de la distri- 
bution réelle des contraintes (sous l'hypothèse précédente sur l’ab- 
sence de décharge). 

Equation des variations statiquement possibles de l'état de contrainte. 
Comparons l’état de contrainte réel o;;, engendré dans le corps sous 
22—0653 
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l’action des forces et déplacements donnés, à tous les états de con- 
trainte voisins théoriquement possibles 0;; + 60; satisfaisant aux 
équations de la statique à l’intérieur du corps 


Q 
7 (ou Boy) = 0 (67.15) 


et sur une partie de surface Sr 
(15 + 6015) 3 = Xnt + OX nie (67.16) 


Nous conviendrons d'appeler de tels états de contrainte états stati- 
quement possibles. 

Il est clair que les variations des contraintes Ô0;; et les variations 
des forces extérieures ôX,, constituent un système en équilibre. 
Par conséquent, le travail de ces forces intérieures et extérieures le 
long de tout déplacement possible du corps doit se réduire à zéro. 
Prenons en qualité de déplacements virtuels les déplacements réels 
u;y, ce qui nous donne alors: 


( e1001 dV = [ WôXn: dS (67.17) 


On devra considérer alors ÔX,; comme définies sur SL; sur S, 
ces variations sont calculées selon les variations des contraintes con- 
formément à (67.16). 

On attribue une grande importance à une classe plus restreinte 
de variations de l’état de contrainte, qui se caractérise par l'absence 
du travail des variations de forces extérieures le long des déplace- 
ments réels du corps: 


Î u8X ne dS = 0. (67.18) 


A cette condition 
i euy861; dV = 0. (67.19) 


La condition (67.18) est remplie, par exemple, si des forces extérieu- 
res sont définies sur toute la surface du corps, et alors ôX,; — 0. 
Seules quelques-unes des composantes de l'effort extérieur peuvent 
être définies, tandis que pour les autres les déplacements correspon- 
dants sont nuls. 

La déduction de l’équation variationnelle (67.19) a été faite sans 
tenir aucunement compte des propriétés mécaniques du milieu con- 
tinu dont on a utilisé seulement la continuité. A l'état de contrainte 
réel correspondent des déformations pour lesquelles sont vérifiées les 
conditions de compatibilité de Saint-Venant. On peut montrer que 
les conditions de compatibilité de Saint-Venant découlent de l’équa- 
tion (67.19). L'équation variationnelle (67.19) est donc l'énoncé 
énergétique de la condition de continuité des déformations (pour ce 
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qui est des démonstrations, nous renvoyons le lecteur au manuel de 
L. Leibenzon {[#]). on 

Notion de travail supplémentaire. Envisageons plus en détail 
l'expression du travail élémentaire des variations de contraintes le 
long des déplacements réels; remplaçant les composantes de la dé- 
formation selon les formules de Hencky (67.2), on trouve après 
toute une série de transformations simples : 


E1500 13 = WÔT? + EU. 


Etant donné que pour les milieux envisagés est satisfaite l’une des 
conditions 


Ÿ= const — _ (milieu élastique de Hooke), 
T=const= 7, (état d'écoulement), 
Ÿ= g(T) (état d’écrouissage), 


on aura alors dans le second membre la différentielle totale d’une 
fonction de contraintes quelconque R : 


15001 — ÔR. (67.20) 
Pour le milieu élastique de Hooke 


1 
R=U+-T=T, 
pour l’état d’écrouissage 


R=U+ Î ETAT, (67.21) 
pour l’état d’écoulement | 
R = U. 

Convenons d’appeler R la densité du travail supplémentaire ou 
simplement le travail supplémentaire. Pour élucider cette notion, 
nous négligeons pour le moment le terme ôU qui se rapporte à la 
variation du volume dont le déroulement est dans tous les cas régi 
par la même loi; alors, en vertu de la relation F = 27", on a (1): 


fre [ T'aT, 
Rs = TOT. 


Examinons différents cas de la courbe T = g (T)T (fig. 213). 
Le travail de la déformation est représenté par une aire hachurée 
avec des lignes verticales, le travail supplémentaire par une aire ha- 
churée avec des lignes horizontales. 


() Rappelons que le travail du changement de forme est Ar — [rer. 


22® 
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Dans le cas du milieu élastique de Hooke, ces aires sont de gran- 
deur égale Rr — Az, et ici on peut ne pas distinguer la notion du tra- 
vail de déformation et celle du travail supplémentaire ; ceci est inad- 
missible dans les autres cas. Il est évident que, pour le rapport donné 


Fig. 213 


T =g(T)7T,le travail supplémentaire R, sera une fonction définie 
du travail de déformation At. 
Généralisation des formules de Castigliano. Etant donné que 


ôR 
ôR= 3 601, 
alors, en comparant l'expression ci-dessus avec la formule (67.20), 
on trouve les relations 
ôR 


CRLTÉ 


(67.22) 
qui, dans le cas des liaisons non linéaires considérées entre les con- 
traintes et les déformations, remplacent les formules connues de Cas- 
tigliano. Il est évident que les formules de Hencky (67.2) peuvent 
être représentées sous la forme (67.22). 

Principe de réciprocité. Il découle des relations (67.22) qu'il faut 
satisfaire à 15 conditions 


dei; __ dent 
d6pt 001? 


que l’on devra considérer comme une généralisation naturelle du 
théorème de la réciprocité pour le cas des relations non linéaires en- 
visagées entre les contraintes et les déformations [111]. 

Généralisation du théorème de Castigliano. Etendons le théorème 
de Castigliano au cas des relations non linéaires entre les contraintes 
et les déformations. Soient P, (k — 1, 2, . . .) des forces concentrées 
appliquées à un corps; &,, Bz, y. les cosinus directeurs correspon- 
dants des vecteurs de ces forces ; uig, Ur, Us les Composantes du dé- 
placement des points d'application des forces P,. Partant alors de 
l'équation variationnelle générale (67.17) et supposant que l’une des 
forces P, reçoit un accroissement ôP, infiniment petit. les appuis 
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restant fixes, on trouve: 


OR — (usnar + uonBr + usxvr) OPx, (67.23) 
où par À on désigne le travail supplémentaire de l’ensemble du corps 
K— | Ray. 


L'expression entre parenthèses dans (67.23) représente le déplace- 
ment du point d'application d’une force le long de la ligne d'action 
de cette force. Ainsi, 


= À, (67.24) 


c.-à-d. que la dérivée partielle du travail supplémentaire par rapport 
à la valeur d'une force appliquée quelconque P, est égale au déplace- 
ment du point d'application de cette force dans la direction de l'action 
de cette force. Ce résultat est vrai également en ce qui concerne les 
forces et déplacements généralisés. 


En effet, si les forces appliquées à un corps sont proportionnelles à une 
grandeur Q@ quelconque, il est clair que 


= D) (uinar + uexfn + usnvr) = 9. (67.25) 


Ici Q et q sont la force et le déplacement généralisés. 


Dans le cas du milieu élastique de Hooke, À = 1 et la formule (67.25) 
conduit au théorème de Castigliano. 


Admettons que l’état de contrainte d’un corps dépend de m in- 
connus en plus X1, Xo, - .., Xm- On a affaire à de tels systèmes mé- 
caniques lorsque l’on procède au calcul des poutres, des systèmes 
triangulaires, etc. Dans ce cas, la condition de minimum de travail 


supplémentaire À conduit au système de m équations 


oR 6R 
0, jp — 0 (67.26) 
Exemple. Le théorème généralisé de Castigliano est commode pour le calcul 
des corps les plus simples: treillis, poutres et membrures. Envisageons, en guise 
d'exemple, un treillis constitué de trois barres identiques (de longueur ! et 
de section F, fig. 35). A l'extension du matériau, la loi suivante entre en jeu : 


sn 
F 33 


où B, est une constante. Comparant cette formule à celles de Hencky (67.2), 
on trouve: : 


oË, 


B: 


9 V3 


k=0, Te, G(T)=BT, R= 


vs” 


où. 
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Nous considérerons que la barre verticale est de trop; soit X l'effort dans cette 
barre. On trouve aisément : 


S1=Ss=P—X, S2 = X. 
Le travail supplémentaire du treillis est égal à 
_ 2B, [P—X\3 By [X\3 
Ra |) Lee)" À 
7 | F ) +573 (7) ] 


Etablissant l'équation = 0, on trouve que W2(P — X) = +X. 


A l'état d'équilibre réel correspond le minimum de travail supplémentaire de 


l’ensemble du corps; il est aisé de voir qu’un signe + répond au minimum de À. 
Par conséquent, 


2P 
LEZ 


Principe du minimum de travail supplémentaire. L'équation varia- 
tionnelle (67.19) pour le milieu envisagé prend la forme 


6R=0. (67.27) 


Examinons les cas particuliers des états du milieu: d’élasticité, 
d'écoulement et d’écrouissage. 

Milieu élastique de Hooke. Ici R = I et l'équation variationnelle 
(67.27) prend la forme 


| (U +2 7°) av =0, (67.28) 


connue sous le nom de principe de Castigliano. A la différence des 
états de contrainte statiquement possibles, répondant à la même 
charge extérieure, l'état de contrainte réel d’un corps élastique im- 
plique la valeur minimale à l'énergie potentielle élastique de ce corps. 


Il est facile de s’assurer que l’on atteint le minimum de l’énergie potentiel- 
le en étudiant le signe de sa seconde variation 


GI = SU + 6° (HT) >0, 
avec 
EU = 3k (60)° > 0, 
ST? — 6s1j6s1 > 0. 


Nous désignerons par 27? (60,,) la forme quadratique non négative des varia- 
tions de contraintes. 


Dans l’état d'écoulement T — const et l’équation variationnelle 
(67.27) prend la forme 


ô j U 4 =0, (67.29) 


81.] PRINCIPES DU MINIMUM DANS LA THÉORIE DES DÉFORMATIONS 343 
a ——_—_—_—_—_—_—_—_—_———…——…—…—…—…—————…—…"…"…—…—…—…—"—"”…"…"…"…"…"—"— —…"…—…—…—"—…—…—— 


autrement dit, l’état de contrainte réel se distingue de tous les états 
de contrainte voisins statiquement possibles se trouvant dans la 
phase d'écoulement par ce qu’il est le seul à communiquer une valeur 
extrémale à l'énergie potentielle élastique de changement du volu- 
me d’un corps. 

Supposons que le matériau soit incompressible ; on a alors U = 0 
et l’on aboutit à la conclusion : les déplacements réels des points d’un 
milieu incompressible dans l’état d'écoulement sont tels que les varia- 
tions infiniment petites des contraintes à l’intérieur de la phase 
d'écoulement ne produisent aucun travail supplémentaire pour ces 
déplacements. 

Pour l'état d’écrouissage, l'équation variationnelle (67.27) prend 
la forme 


6 | [u+ ( g(T)TaT | aV =0, (67.30) 


c.-à-d. que les contraintes, correspondant à l’état d'équilibre réel, 


sont telles que le travail supplémentaire de l’ensemble du corps R 
acquiert une valeur minimale par rapport à toutes ses valeurs voisines 
qui sont compatibles avec les conditions d’équilibre. 


Montrons qu'il se réalise le minimum de KR. La seconde variation 
SR — BU + & (rar. 
On sait que ô2U > 0. Ensuite, 
& (rar = 6TÔT + ET, 


avec d’ailleurs, tout comme dans le cas examiné à la page 335, 6?T => 0 et 


ER = EU+T (ET + CET. 
Il est aisé de voir que si 


ar 
> (67.31) 


on a alors 6?R > 0. La condition (67.31), tout comme la condition (67.13), 
est évidemment toujours vérifiée pour les matériaux réels. 


Si les parties du corps V;,, V., ..., se trouvent dans des états 
différents, les accroissements du travail supplémentaire ont pour ex- 
pressions ÔR:, ôR:, . .. respectivement. Le travail R variant conti- 
nûüment au cours du passage par les surfaces Z,, Z., . .., séparant 
les domaines aux états différents, et l'intensité des contraintes tangen- 
tielles étant constante sur chacune des surfaces X,, Z,., ..., il 
est facile de s’assurer que, comme auparavant, on a pour le problème 
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mixte 
6{[Riav;+ [ Rav, + 0 


Notons que la disposition des surfaces de séparation Z,, Z:, .. 
correspond au minimum du travail supplémentaire de l’ensemble du 
corps. 

De manière analogue, on établit la généralisation de la formule 
(67.24) pour le cas des forces concentrées appliquées au corps: 


ja d,+ [9e 0Re dVet...—Ape 


4. Considérations finales. Les théorèmes énergétiques cités de la théorie 
des déformations sont exposés dans l'ouvrage [1°%] ; les équations correspondantes 
DQuE le corps inégalement chauffé sont exposées dans (el 5], Le cas du nombre fini 

es coordonnées généralisées, qui est important pour la mécanique des construc- 
tions, a été étudié par A. Lourié [4]. Les principes du minimum généralisés 
hoNe le cas des grandes déformations qe sont traités dans l'article de 
A. Philips [#1]. Dans son ouvrage [159 tof, R. Hill a montré que pour l'état réel 
l'énergie totale et le travail supplémentaire atteignent le minimum absolu. 


68. MÉTHODE DE RITZ. 
EXEMPLE DE TORSION ELASTO-PLASTIQUE 


1. Méthode de Ritz. Les équations variationnelles de la théorie 
des déformations envisagées précédemment permettent d'élaborer 
des solutions approchées par méthodes directes. Le plus naturel, 
à première vue, serait d'appliquer directement la méthode de Ritz 
sous sa forme ordinaire. 

Pour fixer les idées, considérons l'équation variationnelle (67.10) 
caractérisant les propriétés de minimum des déplacements u; (i = 
— 1, 2, 3). Soient u;, le triplet de fonctions satisfaisant aux condi- 
tions données sur une partie de surface S,, et us (s = 1, 2, .... n) 
la suite de fonctions coordonnées satisfaisant aux conditions de nul- 
lité sur Su. Cherchons la solution approchée du problème du mini- 
mum de l'énergie totale sous la forme 


Ui = Uio + > Cisliss (68.1) 
8= 


où c;4 sont les coefficients de Ritz. On peut maintenant calculer l’ex- 
pression de l'énergie totale qui sera la fonction des coefficients c;;. 
Ces derniers sont déterminés des conditions du minimum de l'éner- 
gie totale 


__. 80. (68.2) 


Pour le corps élastique, l’énergie totale sera la forme quadratique 
des coefficients c;,; les conditions (68.2) forment alors un système 
d'équations algébriques non homogènes linéaires par rapport à c;,. 
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Lorsque l’on a affaire à une déformation plastique, l’énergie tota- 
le ne sera plus la forme quadratique des c,;, et les conditions (68.2) 
conduisent à un système d'équations non linéaires servant à définir 
les coefficients de Ritz. L'établissement et la solution de ce système, 
même pour nr petit, sont liés à des calculs fort laborieux. 

C'est la raison pour laquelle l’application de l’approximation 
monôme est devenue d’un usage courant (pour des conditions de 
nullité sur S,): 


Ui = Ciqlis, 


où pour u;, on prend d'habitude la solution du problème linéaire 
(élastique) correspondant. Sous une telle forme ce procédé est utilisé 
pour la résolution approchée de divers problèmes techniques. Cepen- 
dant, il ne faut pas oublier des erreurs éventuelles notables que peu- 
vent présenter de telles solutions. 

Avec l’augmentation du nombre de fonctions coordonnées, aug- 
mentent brusquement les difficultés rencontrées lors de l’établisse- 
ment du système de Ritz. Si, d’une manière ou d’une autre, le système 
non linéaire de Ritz est tout de même obtenu, il devra être réso- 
lu, ce qui à son tour implique de grosses difficultés et nécessite l’ap- 
plication de différentes méthodes numériques. 

Aussi la méthode de Ritz est-elle facile à formuler si elle est appli- 


quée au problème de la minimisation du travail supplémentaire H. 

2. Méthode de Ritz modifiée. Les difficultés rencontrées lors 
de l'application directe de la méthode de Ritz nous obligent à cher- 
cher différentes modifications de cette méthode. Une de ces modifica- 
tions [110], pouvant être appliquée à la recherche du minimum et dans 
plusieurs autres problèmes non linéaires, est exposée ci-dessous. Ce 
procédé permet de surmonter les difficultés dues à ce que les fonction- 
nelles ne sont pas quadratiques et de construire une solution par des 
méthodes directes, et ceci avec une précision nécessaire. 

Considérons, par exemple, l'application de cette méthode à la 
recherche du minimum de travail supplémentaire. Soient 0; la 
solution particulière des équations d'équilibre (64.2), satisfaisant 
aux conditions données sur une partie de surface Sk, et Gifs, S = 
= 1, 2,..., nr une collection de solutions particulières des équa- 
tions d’équilibre (64.2) pour les conditions de nullité aux limites sur 
SF. On construit la solution du problème du minimum de travail 
supplémentaire 


[fu + Sec rar ]av = min (68.3) 
par approximations successives sous la forme 
0Ù = io + 2 Gi js, (68.4) 


où ci” sont les coefficients à déterminer. 
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Dans l’approximation d'ordre zéro 0, on pose 8 (T)=7—., 


où G, est le module de cisaillement (ou une certaine valeur caracté- 
risant la pente de la droite qui est une approximation de la courbe 
de déformation dans le segment initial). L’approximation d'ordre 
zéro correspond au corps élastique et se définit à partir de la condi- 
tion du minimum de la fonctionnelle quadratique: 


| (u +7 T) dV = min. 


On trouve les coefficients de l’approximation d'ordre zéro c{” 
à partir du système d'équations algébriques non homogènes linéai- 
res. Calculant d'après les contrain- 
tes trouvées 0%? l’intensité T(® — 


1 172 
= (5 s#) , on suppose que 


G=g(7%/G;) et l’on détermine 
l’approximation suivante (« pre- 
mière ») à partir de la condition du 
minimum de la fonctionnelle qua- 
dratique : 


[ (0 +22 72) av = min. 


Le module « tranchant » G, est 
ici une fonction connue des coor- 
données. Pour le procédé décrit du 
choix de G;, l'intensité des con- 
traintes tangentielles 7 qui, d’après 
la loi linéaire T = GT, correspond 
à une valeur quelconque de l’in- 
tensité des déformations de cisail- 
lement l « retourne » dans l'approximation suivante sur la courbe 

0 
de déformation T=g(T) T (fig. 214). Il est évident que G, GR. 

Ce processus se poursuit toujours jusqu’à ce que la précision vou- 
lue soit obtenue. Pour la r-ième approximation, on obtient : 


| (u + T?) dV = min, 
avec 


= 
T1 


Gr= Gra pg : (68.5) 


TI 2 g (7—) Tv. 


Pi 
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La présence du module variable G, dans la r-ième approximation 
ne fait que compliquer quelque peu le calcul des quadratures, pour 
ce qui est de la r-ième approximation elle-même, elle a la même 
forme que pour le corps élastique. En chaque approximation, les 
coefficients c;” sont définis à partir d’un système d’équations algé- 
briques linéaires. 

Dans la représentation de (68.4), il convient de retenir le nombre 
de termes nécessaire pour assurer la précision voulue de la solution 
du problème élastique. Bien entendu, le calcul des approximations 
d'ordre élevé n’a pas de grand sens lorsque n est fixé. Il est commode 
de trouver les quadratures par méthodes numériques. Lorsque l'on 
détermine le module tranchant G,, on peut se baser directement sur 
la courbe de déformation expérimentale « T — l ». La conservation 
de cette même forme de solution en chaque approximation (seuls 
changent les coefficients c£{”) a pour effet de simplifier sensiblement 
les calculs et, à la différence des autres méthodes des approximations 
successives, permet d'éviter les calculs laborieux. 

Une méthode analogue peut être appliquée également pour la 
recherche du minimum de l'énergie totale (67.10). Dans ce cas, on 
cherche la solution du problème par approximations successives sous 
la forme 

nf = Un > cuis, 


où 3, satisfont aux conditions données sur S,, u;, se réduisent à zéro 
sur S, et c{? sont des constantes arbitraires. A l’approximation d'ordre 
zéro. on suppose que g ([) = const — G,. En r-ième approximation 
g (D) = g (Fr). 

D'autres variantes de construction des approximations sont pos- 
sibles (cf. aperçu [%]). On peut de même utiliser une modification 
analogue de la méthode de Galerkine. 

Par la méthode exposée, on peut résoudre pratiquement de tels 
problèmes élasto-plastiques pour lesquels dans l'état élastique il 
existe la solution par la méthode de Ritz. 

3. Exemple de torsion élasto-plastique d’une barre de section 
carrée (dont la longueur du côté est 2a). Supposons que la relation 
entre 7 et l'se caractérise par l’écrouissage linéaire (fig. 215): 


r GoT pour l<0,0025, 
={ (19,4+ 2367) kN/cm2 pour l'>0,0025. 


Le module de cisaillement est G;, — 7,85:10° kN/cm°. La rela- 
tion présentée correspond au comportement de l'acier au nickel. 
L'équation différentielle d’une barre écrouissable tordue a été 
déduite dans le paragraphe 30. L’équation variationnelle pour la 
fonction des contraintes F (ici on conserve les notations du paragra- 


(68.6) 
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phe 30) peut être obtenue à partir de l'équation variationnelle géné- 
rale (67.17). Le travail des variations de forces de surface sur la sur- 
face latérale et sur la base encastrée z — 0 est nul ; sur la base libre 


z=lonau, = — œyl, u, = ozxl, et alors 
Î uiÔX dS = wl Sf (—y-58F-:-76r) dr dy = 


= —ui | ECUES (BF) | dx dy + 2u Î | 6F dr dy. 


La première intégrale du second membre se transforme en inté- 
grale suivant le contour de la section et est nulle du fait que ôF — 0 
sur le contour. L'équation 


r 4 variationnelle (67.17) prend 
cm? | alors la forme 
J0 11 T 
2 s[{[irara- 
° 0 0 0 
10 —2awF dtdn—0, (68.7) 
(4) 
a0! 002 Fr où sont introduites les coor- 
| données sans dimensions £ — 
Fig. 215 =xla, n=yla. Sur le con- 
tour de la section on a F = 0. 
Pour la barre élastique g (À) — const — _ et le problème de- 


vient linéaire. 
Mettons l'équation variationnelle (68.7) sous la forme 


ô [52 | dE dn=0 (68.8) 


et chercherons la solution sous la forme 
FO = cf Fi+ Fe, 
où cf”), ct) sont des constantes arbitraires et 
Fi=(E—1)(—1), F=F(E+n). (68.9) 


La solution du problème élastique en cette approximation conduit 
aux résultats suivants : le moment de torsion M — 0,1404 Gow (2a)* 
est inférieur à la valeur exacte seulement de 0,15 % ; la contrainte 
tangentielle maximale, qui se réalise au milieu du côté d’un carré, 
est égale à Tnax — 1,40 Gao au lieu de 1,35 Gçaw qui est la valeur 
exacte. Les quadratures sont alors facilement définies et les coeffi- 
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cients sont égaux à 


La distribution des contraintes à la torsion plastique est plus 
régulière qu’à la torsion élastique. On peut donc supposer que l’ap- 
proximation sous la forme (68.9) ne doit pas être en général moins 
bonne que pour la barre élastique. 

Le module tranchant G, a été calculé d’après la formule (68.5) 
et l'intensité 7-1), conformément à (68.6). Le calcul a été exécuté 
pour le cas ao — 0,015 et les 
intégrales ont été trouvées par la 
méthode numérique de Gauss. 

A l’approximation d'ordre 
zéro (r — 0), les coefficients 


ci”, c.” ne se distinguent des 
172 
cn? 
30 
20 
/0 

O1 02 05 005 06 07 080910 Ë 

Fig. :216 Fig. 217 


valeurs exactes présentées plus haut que dans la sixième décimale. 
On a calculé dix approximations en vue de contrôler la stabilité des 
résultats. Les valeurs des coefficients (en kN/cm*) sont données 
dans le tableau ci-après. 

Utilisant les valeurs obtenues des constantes (en pratique on peut 
se contenter de trois ou quatre approximations), on calcule les com- 
posantes de la contrainte et l'intensité 7. La courbe de la contrainte 
tangentielle dans la section y — 0 est montrée sur la figure 216; on 


Coefficients c{r), c{r) 


r en). 1,02-10-3 c{r).1,02-10-3 e{n).1,02-10-3 


ef"). 1,02. 10-8 | r 


0 0,070125 0,014217 5 0,017551 —0,003740 
1 0,018023 —0,003332 6 0,017543 —0,003889 
2 0,017872 —0,003765 7 0,017461 —0,003757 
3 0,017728 —0,003802 8 0,017469 —0,003663 
4 0,017554 —0,003641 9 0,017400 —0,003693 
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y voit nettement les écarts à la loi linéaire. D’après la condition 
T = ts = 19,6 kN'cm°, on a trouvé les frontières des zones plasti- 
ques qui sont hachurées sur la figure 217. Les détails des calculs sont 
donnés dans l'ouvrage de l’auteur, cf. [1]. 


69. PRINCIPES D'EXTREMUM DANS LA THÉORIE 
DE L'ÉCOULEMENT PLASTIQUE 


Une distribution des contraintes et des déformations 6;,, £;; que 
nous conviendrons d'appeler réelle comme précédemment et que nous 
supposerons connue se produit dans le corps sous l’action des charges 
de surface données PF, sur Sk et des déplacements & sur S,. 

Admettons, ensuite, que les charges de surface ont un accroisse- 
ment dF, sur SF et les déplacements, un accroissement du sur S,; 
à ces accroissements correspondent les accroissements de la distribu- 
tion réelle des contraintes et des déformations. 

Dans la théorie de l'écoulement plastique on établit les proprié- 
tés d’extremum des accroissements réels de la déformation (contrainte} 
par rapport aux accroissements possibles. 

1. Propriétés de minimum des accroissements réels de la déforma- 
tion. Soient du; des accroissements de déplacements continus quel- 
conques qui, sur la surface S,, prennent des valeurs données. A ces 
déplacements cinématiquement possibles, en accord avec les équa- 
tions (3.8), correspondent les accroissements des composantes de la 
déformation de;; et, d’après les équations (13.7), certains accroisse- 
ments des composantes de la contrainte doi; qui, généralement par- 
lant, ne satisferont pas aux équations d'équilibre. 

Partant du fait que les accroissements réels do;; satisfont aux 
équations d'équilibre, il est aisé d'obtenir par des procédés habituels 
l'équation () 

À dos dei; av = | ax dut ds. 
Ici les champs des accroissements de contraintes do;; et de dépla- 


cements du; ne sont pas en général liés entre eux. Si du; est l’accrois- 
sement d'un déplacement réel, on a alors 


[dou desav = | ax du ds. (69.1) 


A 


Retranchant l'équation inférieure de l'équation supérieure, on 
obtient : 


Î doi (dei; — de;;) dV — [ dXns (dui — dus) dSr. (69.2) 


(4) Par la suite, on suppose la continuité des accroissements des composan- 
tes de la contrainte et de la déformation; cette restriction peut être levée, mais 
ici nous ne nous arrêtons pas sur ce sujet. 
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Il est facile de s’assurer de la validité de l'identité 
2401; (dei; _ dei) = (doi; de; _— doi deij) 
— [dei; (doi; — doi;) + doi (de;;— de;)]. (69.3) 


Considérons maintenant l'expression entre crochets en utilisant 
les formules (13.7) pour l'état d'écoulement et les formules (13.14) 
pour le matériau écrouissable; on obtient respectivement : 


(= (sis dois) (si; — dus) + 3k (do — do) + 


LG" dA' — x d'A) dT'2 + x d'A (dT2 — dT'?)], 
{ {[(x’ dT'2— x AT?) dT'2 + x AT? (4T2 — dT'?)] F(T). 


Les facteurs x, x’ ont le sens suivant : le facteur x qui se rapporte 
aux accroissements réels est égal à l'unité s’il y a un chargement, 
et x — 0 pour les décharges et les transformations neutres ; x’ prend 
des valeurs analogues par rapport aux accroissements possibles qui, 
en accord également avec les équations de la théorie de l'écoulement 
plastique, provoquent le « chargement » ou la « décharge ». 

Dans les égalités écrites plus haut, les deux premiers termes du 
second membre sont positifs ; ils ne se réduisent à zéro que lorsque 
se vérifient en même temps les égalités ds; = ds;;, do’ = do. Mon- 
trons que les quantités entre les crochets suivants sont non négatives. 

Si une décharge se produit, on a alors x — 0, x’ — 0 et la 
quantité mentionnée est nulle. S'il y a un chargement (x — {, 
x’ = 1), le premier crochet (pour le matériau qui possède le palier 
d'écoulement) est égal à zéro, car d7? = ©, d7’? = 0; dans le second 
cas, ce crochet est non négatif étant donné qu'il est égal à (dT'?— 
— dT?ÿ > 0. 

Si x = 1, x’ = 0, le premier crochet est alors égal à —2dAdT"? > 
> 0, et le second, à (d72)* — 24T%4T'? > 0, car dT'2? < 0, dà > 0. 
Finalement, lorsque x = 0, x’ — 1, le premier crochet est nul et 
le second est non négatif (d7”?}? > 0. De la sorte, 


À (doi; dei; — dois des) > dois (dei; — des) (69.4) 


chaque fois que les accroissements possibles se distinguent des ac- 
croissements réels. Par conséquent, faisant abstraction du cas men- 
tionné de la coïncidence, on obtient à partir de (69.2): 


3 | doudesav — | ax nid ds < 
& Î doi; dei; dV — f AXni dui dSr. (69.5) 


Nous appellerons énergie des accroissements € (dui) l'expression 
(fonctionnelle) dans le second membre de l'inégalité. 
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Les accroissements réels des déplacements du, assurent le minimum 
absolu à l'énergie des accroissements € (du) par rapport à tous les 
accroissements cinématiquement possibles. 

2. Propriétés de maximum des accroissements réels de la con- 
trainte. Confrontons maintenant les accroissements réels de la con- 
trainte do;; avec les accroissements statiquement possibles doi; 
(satisfaisant aux équations d'équilibre à l’intérieur du corps et sur 
une partie de surface Sk). 

Soient de;; les accroissements des composantes de la déformation 
(d’après les relations de la théorie de l'écoulement plastique) pour 
les accroissements statiquement possibles envisagés doi; il est 
évident que dei; ne pourront pas, généralement parlant, satisfaire 
aux conditions de continuité des déformations. Utilisant le fait 
que les accroissements do;, doi, sont équilibrés, on obtient facile- 
ment avec les procédés précédents l'équation 


f (doÿ— do) dessdVi= | (AXu— dX nn dus dSu. (69.6) 
Examinons l'identité 
2de;i; (do; — d6;;j) = (d6; dei; — doi, deij) —_ 
— [doï; (dei; — dei;) + des; (doiy — doi;)]. 
Les raisonnements, analogues à ceux exposés dans la division précé- 
dente, montrent que la quantité à l’intérieur du crochet est non 
négative ; elle se réduit à zéro si do; — doi. Mais alors, si l’on négli- 
ge ce cas de coïncidence des accroissements, on a l'inégalité (dési- 
gnons le second membre de cette inégalité par 8 (doi;)): 


—+ ['écudeav + | ax dau ds, > 
SE Sacideiav+ | aXsdu ass. (69.7) 


Les accroissements réels des contraintes confèrent un maximum 
absolu à l'énergie des accroissements € (do;) par rapport à tous les 
accroissements statiquement possibles des contraintes. 


Les principes d’'extremum de la théorie de l'écoulement plastique ont été 
formulés par P. Hodge et W. Prager, H. Greenberg [15]. On trouve diverses 
A cer dans les ouvrages de R. Hill [4], Y. Yamamoto [1%], etc. (cf. 
aperçu [‘*}). 


Exercices du chapitre VIII 


1. Déduire les équations des principes du minimum de l'énergie totale et 
du travail supplémentaire (paragraphe 67) en présence de forces de volume. 

2. Pour un corps à température non uniforme 6, les équations de la théorie 
des déformations ont la forme 


ei = (ko + a6) d;5+ sig, 
où « est le coefficient de dilatation linéaire; la relation (12.2) se conserve. 
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Déduire pour ce cas les équations des principes du minimum de l'énergie 
totale et du travail supplémentaire. 

Montrer que, dans Île cas d’un échauffement non iniforme, le problème 
de la détermination des déplacements u; se ramène à un problème isothermique 


« habituel » par adjonction d’une force de volume fictive — + grad 6 aux forces 


de volume réelles pX, et d’une traction normale fictive À 6 (sur une partie 


de surface S}) aux charges superficielles X,, données. 

3. Une plaque à ouvertures circulaires identiques (diamètre d), disposées 
en échiquier (pas !) est soumise à une traction uniforme dans les directions des 
z et y. Evaluer la charge statiquement possible p, (on compose un champstati- 
questa possible avec des domaines carrés de traction « hydrostatique » et des 

omaines rectangulaires de traction uniaxiale). 


Réponse. p, =(1 — +) Os- 


4. Une plaque infinie, affaiblie par une rangée (suivant l’axe des z) d’ouver- 
tures équidistantes (pas L et diamètre d) est soumise à une traction dans la 
Le des y. Indiquer la frontière inférieure la plus simple de la charge 
imite. 


Réponse. p, =(1 —<+)5. (p est la contrainte moyenne). 


5. Trouver dans le problème précédent la frontière supérieure en tenant 
che du fait qu’une striction se forme (suivant l'axe des zx) dans la section 
affaiblie. 


Réponse. px = ZU +). 

6. Trouver dans ce problème la frontière supérieure en appliquant la solu- 
tion du paragraphe 56 (cf. fig. 173). 

7. Obtenir à partir de la formule (66.27) la frontière supérieure de la charge 
limite pour une plaque circulaire appuyée en charnière et chargée au centre. 

Réponse. P, = 21M,. 

8. Une plaque circulaire de rayon b appuyée en charnière est chargée excen- 
triquement (à la distance a du centre) par une force concentrée. Trouver la 
frontière supérieure en admettant pour la flèche la forme d’une surface conique 
dont le sommet est au point d’application de la charge. 


Réponse. P, = 2r1M, 


b2— a? ° 
9. Trouver le travail supplémentaire pour la poutre en flexion si la con- 
trainte et la déformation sont liées par une fonction puissance (cf. problème 3, 
chapitre IIT). 
4 
1+— 
|M | .h dr 
PRIORE HE ec 
1 —) D 
(ee 
10. Pour les mêmes conditions, déduire l'équation variationnelle de la 
flèche d’une poutre. 


Réponse. 
l 
Dh 
Tr 


l 
Réponse. R= Î 
0 


Td?v 
dr® 


1+n 


—q(z) | dz == 0. 
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CHAPITRE IX 


THÉORIE DE L’ADAPTATION 


70. COMPORTEMENT DES CORPS ELASTO-PLASTIQUES 
AUX CHARGES ALTERNÉES 


f. Charges alternées. Dans les problèmes de l'écoulement plas- 
tique envisagés plus haut, on a supposé que le chargement n'était 
réalisé qu’une seule fois. Cependant, les machines et les construc- 
tions éprouvent souvent l'effet de charges et températures alternées. 
Si la déformation du corps est élastique, sa résistance aux charges 
alternées est déterminée par les caractéristiques de fatigue du maté- 
riau ; la rupture ne se produit qu'après un grand nombre de cycles. 
Mais si le corps éprouve une déformation élasto-plastique. alors à 
des charges inférieures à la charge limite on risque d’avoir un état 
critique pour un nombre de cycles relativement peu élevé. On devra 
alors distinguer deux cas. 

4. La rupture se produit sous l'effet d’une suite de déformations 
plastiques de signes alternés (par exemple, une compression plastique 
a lieu après une extension plastique et ainsi de suite). C’est ce que 
l'on appelle la plasticité à signe alterné (fatigue plastique ou à petit 
cycle). 

2. La déformation plastique ne change pas de signe, mais gran- 
dit à chaque cycle (déformation progressive, rupture progressive). 
Cela conduit à une accumulation dangereuse des déformations plas- 
tiques. 

2. Plasticité à signe alterné. En guise d’exemple de plasticité 
à signe alterné, nous envisageons l’état élasto-plastique d’une sphère 
creuse sollicitée par une pression intérieure (paragraphe 25) sous 
la condition que cette dernière varie suivant le schéma 0 —+ p + 
——0—p... Lors de la première mise en charge 0—+ p, dans la 
sphère apparaît une zone de déformation plastique (a <r < c). 
Après la décharge p — 0, les contraintes résiduelles sont décrites 
par les formules (25.12). La courbe de la contrainte résiduelle 04 
est montrée dans la partie gauche de la figure 41 et sur la figure 218, a. 
Les contraintes résiduelles sont supposées insuffisamment grandes 
pour pouvoir causer une déformation plastique secondaire ; conformé- 
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ment à (25.13), cela aura lieu pour P < 2Po, alors 
3 
p<g(1—5)o= pr. (70.1) 


A cette condition, l'intervalle de variation déjl'intensité des 
contraintes tangentielles (selon la solution du problème élastique) 


P<p, P >p, 


a) é) 


Fig. 218 


n'excède nulle part dans la sphère le double de la limite d'écoule- 
ment 2T.. 


En outre, on ne devra pas dépasser la charge limite p,—26,.ln 2 ; 


c.-à-d. p1 < p,. Il est aisé de voir que, lors de la décharge, les défor- 
mations plastiques secondaires ne peuvent être engendrées que dans 


une sphère à parois suffisamment épaisses (pour 251,7) : 


Si la condition (70.1) est satisfaite, la nouvelle mise en charge 
ne se traduira que par des déformations élastiques dues au champ 
de contraintes résiduelles de signe favorable (« inverse ») qui appa- 
raît dans la sphère. Celle-ci est en quelque sorte écrouie par compa- 
raison avec sa première mise en charge. Comme nous l'avons déjà 
noté, ce phénomène est appelé écrouissage ou autofrettage de la cons- 
truction. 

Ces dernières années, on utilise plus souvent un autre terme — 
«adaptation » (shakedown), introduit par W. Prager. On dit que la 
construction s'adapte aux cycles de charges grâce à l'apparition 
d’un champ favorable de contraintes résiduelles. L'inégalité (70.1) 
peut être considérée comme la condition d'adaptation de la sphère; 
cette inégalité définit le domaine d'adaptation (domaine des change- 
ments admissibles de charges). 

Si p > p1, la décharge se produisant dans une zone quelconque, 
contiguë à la cavité (fig. 218, b), provoquera une déformation plasti- 
que au signe contraire à celui de la déformation plastique lors de la 
mise en charge. Si maintenant la sphère est chargée de nouveau 
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avec la même pression p >> p,, on aura dans cette zone une déforma- 
tion plastique du signe initial. Après un petit nombre de tels cycles, 
une rupture intervient dans cette zone par suite de la « fatigue plas- 
tique » (rappelons l’exemple, connu universellement, de la rupture 
rapide d’un fil sollicité par une flexion plastique à signe alterné). 
Ainsi, les conditions de sécurité exigent que les sollicitations ne 
quittent pas le domaine de l'adaptation. 

Les raisonnements exposés sont étendus aux corps de forme arbi- 
traire, ce qui conduit à la condition suffisante de l'apparition d’une 
plasticité à signe alterné: cette dernière aura 
lieu si, en un point quelconque d’un corps par- 
faitement élastique correspondant, l'intervalle 
du changement d'intensité des contraintes tan- 
gentielles dépasse le double de la limite d’écou- 
lement 2t, (d’après la condition de plasticité de 
von Mises). 

3. Déformation progressive. Pour illustrer la 
possibilité de la croissance unilatérale des défor- 
mations plastiques, nous envisagerons le modèle 
simple qui est montré sur la figure 219. La barre 
ronde Z et le tube 2 dans lequel elle est introduite 

Fig. 219 sont liés par une plaque rigide 3 à laquelle est 
appliqué un effort constant 2P. Soient F les aires 

de section égales de la barre et du tube. La température de la 
barre est constante (mettons égale à zéro) et celle du tube varie 
périodiquement (« cycles thermiques ») de O à 6° (0— 0 —> 0 + 
— 6— ...). Le module d'élasticité est considéré comme invariable, 
et la limite d'écoulement est égale à 9 à 0° et à o:0 à 0°; & est le 
coefficient de dilatation linéaire. Introduisons les notations p — 


= PIF, qg= +2. 
D'après la condition d’équilibre, on a: 


Où + 0e = 2p, (70.2) 


où 0, 6, sont les contraintes dans la barre et dans le tube respective- 
ment. Le modèle se trouve dans un état ou dans un autre en fonc- 
tion des relations entre les grandeurs p, q et les limites d'écoulement 
Oso €t O5. Nous n’envisagerons que quelques variantes de tous les 
états possibles. 

Etat élastique. Lors du chauffage les contraintes dans la barre et 
le tube sont égales à 6, = p + q, 6, = p — q. Pour qu'il n’y ait 
pas de déformations plastiques, il faut que 


P+FI<Gsw, P—>—Gse. 


Adaptation. La barre reste toujours élastique et le tube éprouve 
une déformation plastique lors du chauffage. A la température 86, 
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la contrainte dans le tube est alors égale à 6, — —0©,9; quant à la 
contrainte dans la barre, elle doit être inférieure à la limite d’écou- 
lement, c.-à-d. 


0 = 2p + 059 < Osge (70.3) 
Après le refroidissement on aura 6; = —0 + q, 0j = 2p + 


+ 6 — g. Pour l’adaptation, ces contraintes ne devront pas dépas- 
ser la limite d'écoulement 6», c.-à-d. 


— Gs0 + 9 < sos | 2p+ Os0o — 4 | << Os: (70.4) 


Les inégalités (70.3) et (70.4) caractérisent les conditions d’adap- 
tation. 

Déformation progressive. Admettons que. à chaque cycle, la barre 
éprouve une déformation plastique à l’échauffement et le tube — 
au refroidissement. Comme il est aisé de le voir, la barre coule alors 
pour une dilatation thermique du tube en cours (c.-à-d. que la barre 
« accumule » la déformation plastique). Au refroidissement le tube 
coule pour une contrainte ©6,, tout en gardant une longueur constante 
(par suite de l’invariabilité de la longueur de la barre). Cette image 
se répète à chaque cycle, avec, en conséquence, une croissance géné- 
rale de l'allongement plastique du système. 

A l'échauffement, la contrainte est égale à 6,9 dans la barre et 
à 2p — 64 dans le tube, et 


2p— 050] < Gs0. (70.5) 


Au refroidissement, la contrainte est égale à 6, dans le tube et à 
2p — Go dans la barre. Cherchons les conditions pour lesquelles 
ce régime soit réalisable. Lors de la décharge élastique (refroidisse- 
ment). la contrainte dans le tube est égale à 2p — 6, + g et ne 
doit pas être inférieure à o,9 . par conséquent, 


> 20:90 — 2p. (70.6) 
La déformation totale augmente à chaque cycle de la valeur 
l4p 7 2640 


5 — L 
e — à0 + ns à 


ct peut atteindre des valeurs inadmissibles avec l'augmentation du 
nombre de cycles. 

4. Sur l'influence de l’écrouissage, de l'effet de Bauschinger 
et du fluage. Pour les corps réels, les conditions d’adaptation dépen- 
dent de l'augmentation de la limite élastique lors de la déformation 
plastique (écrouissage) et de son abaissement lors du chargement 
dans le sens inverse (effet de Bauschinger). On peut tenir compte de 
ces influences. bien que cela complique notablement l'analyse. De 
même. on peut tenir compte des changements des paramètres méca- 
niques lors des cycles de température. Si le cycle est suffisamment 
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long, l'adaptation dépend sensiblement du fluage qui peut modifier 
considérablement le champ des contraintes résiduelles et, de ce 
fait, limiter parfois le domaine de l'adaptation. 


71. THÉORÈMES DE L'ADAPTATION 
DES CORPS ELASTO-PLASTIQUES 


Il découle des exemples exposés dans le paragraphe précédent 
qu’une analyse de l'équilibre élasto-plastique du corps est néces- 
saire pour éclaircir les conditions d’adaptation. Cependant, une telle 
analyse n’est possible que pour les problèmes très simples. 

Les théorèmes de l'adaptation surmontent cette difficulté en 
permettant de trouver les frontières inférieure et supérieure du 
domaine de l'adaptation. L'analyse de l’état élasto-plastique devient 
alors inutile et il ne reste qu’à appliquer en détail la solution du 
problème élastique approprié, ce qui est, bien entendu, beaucoup 
plus simple. 

1. Théorème statique de l'adaptation (théorème de Mellan). Con- 
sidérons un corps élasto-plastique parfait sollicité par un système 
de charges variant lentement avec le temps dans les limites données. 
A cette condition on peut négliger les effets dynamiques. Désignons 
par 0%, ef; les valeurs instantanées des contraintes et des déforma- 
tions dans Le corps élastique parfait correspondant (pour des valeurs 
instantanées des charges, c.-à-d. en un point quelconque du pro- 
gramme de chargement), par 6;;, e;; les valeurs instantanées des 
contraintes et des déformations dans l’état élasto-plastique réel du 
corps. Soient 0%, et; les contraintes et les déformations résiduelles 
dans le corps, définies par les différences 


OP = Ci — Of, (71.1) 
eh eiy— €; (71.2) 


et e% sont les déformations élastiques correspondant aux contraintes 
résiduelles. Les sollicitations étant alternées, les contraintes et défor- 
mations énumérées sont des fonctions du temps variant lentement. 
Notons aussi que les déformations ef, e,;; sont cinématiquement 
possibles, c.-à-d. qu'elles satisfont aux conditions de compatibilité. 
tandis que les déplacements correspondants satisfont aux conditions 
aux limites cinématiques prescrites. 

Les déformations réelles £&;; comprennent des composantes élasti- 
ques et plastiques 


Er = Et €. (71.3) 
Par conséquent, 
€; = e; + es, (71 4) 


eee + ei. (71.5) 
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Admettons maintenant que l’on ait trouvé un champ quelconque 
des contraintes résiduelles fictives o;, indépendant du temps. Par 
6; on entend toute solution non triviale des équations différentielles 
homogènes d'équilibre (64.2) satisfaisant aux conditions de nullité 
aux limites sur un élément de surface du corps S-. Désignons par 
&yy les composantes de la déformation répondant d'après la loi de 
Hooke aux contraintes fictives 0;;. Notons que e,; ne sont pas en 
général des déformations cinématiquement possibles. 

Nous conviendrons d'appeler champ de sécurité le champ de 
contraintes 


Ou +0 = Oi 
si, pour tous changements de sollicitations dans les limites données, 


la condition d'écoulement n'est pas atteinte, c.-à-d. si (f étant la 
fonction d'écoulement, cf. paragraphe 16) 


f (oi) <K. (71.6) 


Nous conviendrons d'appeler champ admissible le champ de 
contraintes 


Ci 0% = 0f; 
si l’état de contrainte peut atteindre la surface d'écoulement, c.-à-d. si 
f (oi) <K. (71.7) 


Théorème de Mellan. L'adaptation est faite si l'on 
peut trouver un champ de contraintes résiduelles fictives 6,,, indépen- 
dant du temps, tel que, pour toutes variations de la charge dans les 
limites données, la somme de ce champ et du champ de contraintes 
©*; dans un corps élastique parfait satisfait à la condition de sécurité 
(condition suffisante). 

L'adaptation est impossible s'il n'existe aucun champ de contraintes 
résiduelles 0;,, indépendant du temps, tel que la somme 6;,, + 0%; 
soit admissible (condition nécessaire). 

La condition nécessaire est évidente: l’adaptation ne peut pas 
être en principe réalisée s’il n’existe aucune distribution des con- 
traintes résiduelles telle que f (0%) < X. 

Admettons maintenant que le champ approprié de contraintes 
résiduelles 6;,; existe. Montrons que dans ce cas l'adaptation est faite. 

Examinons l'énergie élastique fictive Î1 des différences des con- 
traintes 0%; — Gi: 


= 4 A _ 
f=7 | (oË— 03) (835 — 815) dV. 
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Les différences des contraintes 0%; — 0;, sont liées aux différen- 
ces des déformations e%$ — e,; par des relations homogènes linéaires 


de la loi de Hooke. La dérivée de l'énergie ÎI par rapport au temps 
est donc égale à 


ai . 
ETS ={ (oh— Gi) D (ES — e1;) dV. 

Mais, d’après la condition, les contraintes Gi et les déformations 
e;; sont indépendantes du temps, par conséquent, 


D = | (ot— 1) Ejay. 
Conformément à (71.5), on a: 


EN = Eiy— Es —Ef. (71.8) 
Il y aura alors 


D 2 ( (ot 31) Ey— EE) dv. 


Remarquons Rs que les différences des contraintes 


0%; — O;y satisfont aux conditions d'équilibre lorsque les forces 
extérieures sont nulles et les vitesses de déformation E;; — E*; sont 
cinématiquement possibles. La puissance des forces intérieures est 
égale à celle des forces extérieures correspondantes ; ces dernières 
étant nulles sur Sk et v; — v? — 0 sur S,, on a alors: 


| (0%; — 015) (E:5 — Et) dV = 0. 


On peut établir aussi la même relation par transformation for- 
melle de l'intégrale de volume en intégrale de surface (cf. paragra- 
phe 64). Ainsi, 

LL 
— | (0%; — 015) EF; dV. 


Cette équation peut être récrite au moyen de la relation (71.1) 
sous une autre forme: 


af 
A — — | (Guy — 05) E5; dV. 


Comme le vecteur vitesse de la déformation plstiquess Ef; est dirigé 
suivant la normale à la surface d'écoulement convexe ©, ‘le vecteur 


Gi atteint la surface d'écoulement et le vecteur oï;, qui est un vecteur 
de sécurité, se trouve à l’intérieur de Z (cf. fig. 199, b où au lieu 


de 0;; il y aura 65;), on est en présence du principe local du maximum: 
j UY j P P p 
(oi5— 0%) 57, > 0. (71.9) 
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Ainsi, T<0 tant que E%; 0. L'énergie élastique ÎL étant 
non négative, l'écoulement plastique s'arrêtera à un certain moment 
(c.-à-d. Er; = 0, + LL 0). Par la suite. les contraintes résiduelles 


ne changeront plus dans le temps et le corps n'éprouvera que des 
déformations élastiques lors de la variation des sollicitations. 
En réalité, la construction s’adaptera à un certain champ de 
contraintes résiduelles dépendant du programme de chargement. 
Il est rationnel de choisir le champ des contraintes résiduelles 


0;; de sorte que le domaine des changements admissibles des solli- 
citations soit maximal. 

Dans ce sens l'application du théorème de Mellan conduit aux 
frontières inférieures pour les limites de changement des charges. La 
réalisation pratique de ce schéma dans des problèmes concrets est 
liée à certaines difficultés surtout dans les cas où les charges dépen- 
dent de plusieurs paramètres. En général, la recherche du champ 


des contraintes résiduelles 6,; optimal, qui étend au maximum le 
domaine de l'adaptation, est un problème de programmation mathé- 
matique. Dans les treillis et les systèmes triangulaires, les conditions 
de sécurité sont généralement des inégalités linéaires, ce qui permet 
d'exploiter avantageusement les méthodes bien développées de la 
programmation linéaire. Notons aussi que, pour définir les charges 
admissibles, on ne doit considérer que les sollicitations inférieures 
aux valeurs limites. 

Un procédé de construction simple pour les solutions approchées, 
basé sur le théorème de Mellan, est exposé dans le paragraphe suivant. 

Le théorème statique de l’adaptation a été démontré pour le 
cas général par Mellan en 1938. 

2. Théorème cinématique de l'adaptation (théorème de Koiter). 
Soient des déplacements nuls sur un élément de surface du corps S, 
et des charges variant lentement dans les limites données sur le 
reste de la surface Sr. 

Prenons un champ de vitesses arbitraire quelconque des défor- 


mations plastiques Efo — Efo (t). Nous l’appellerons admissible 
si les accroissements des déformations plastiques 


S10 


T 
A = | Eo dt 
0 


forment, dans un intervalle de temps t quelconque, un champ ciné- 


matiquement admissible (autrement dit, Ae?;o satisfont aux condi- 
tions de compatibilité et le champ de glissements correspondant 


satisfait aux conditions de nullité sur S,). Au champ de vitesses 


Fo correspondent le champ de contraintes 6,5, (d’après la loi asso- 
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ciative) et l'unique champ de vitesses des contraintes résiduelles 
« accompagnantes » où) jo, que l'on peut définir de la manière sui- 
vante. Il découle de (71.3) et (71.2): 
E, = —E + 
Remplaçant ici les composantes {?; par les composantes &;. 
on aura alors: 
jo = 5 — Es + Bio 
Les vitesses des déformations Ef; et Eÿ; sont liées par la loi de 


Hooke aux vitesses des contraintes 0;; et 0%, par conséquent, c’est 
par la même loi que sont liées également les différences Ef; — Ef; 


et 033 — 0% = 6%. De la sorte, 
Efo = L CLR Oxo + 8,0 (71.10) 


où C;ynx Sont des constantes élastiques. Considérant l'équilibre du 
corps quand les charges sont nulles sur S+, les déplacements sont 
nuls sur S$, et les relations linéaires non homogènes (71.10) sont 
vérifiées, on trouvera la distribution unique des vitesses des con- 


traintes résiduelles « accompagnantes » 0%; des vitesses des défor- 
mations résiduelles E?;, et des vitesses résiduelles v,,. Efo joueront 
alors le rôle de déformations données complémentaires (« superpo- 
sées »). Les premiers termes du second membre de (71.10) sont les 
vitesses Ef;, de la déformation élastique dues aux vitesses des con- 
traintes résiduelles 0%,0. 

Les accroissements des déplacements qui se produisent durant 
l'intervalle + sont égaux à 


E 1 
Auüio = f Vio dt. 
0 


Par hypothèse, les accroissements des déformations plastiques 


Ae?;9 au cours du temps + sont cinématiquement possibles, c'est 
pourquoi il en est de même des accroissements des déformations 
élastiques associées Aef;,. A la fin du cycle t — x les contraintes 
résiduelles 6, retournent à leurs valeurs initiales pour t = 0. 


c.-à-d. 
CH lo = $0 le (74.11) 


Alors 


T 
f &, dt =0. (71.12) 
0 
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Théorème de Koïiter. Zl n'y a pas d'adaptation si l'on 
peut trouver un cycle admissible des vitesses de déformation plastique 


Ef;o et un programme quelconque de variation des charges dans les 
limites données, avec 


Ï dt | XuvrdSe > Î dt | AG ay, (71.13) 
0 0 


où À (Ef5o) — Gijoktio est la puissance de la déformation plastique 
pour les vitesses admissibles EP. 

Inversement, l'adaptation a lieu si, pour tous les cycles admissibles 
des vitesses de déformation plastique et pour toutes les sollicitations 
(dans les limites données), on peut trouver un nombre x > 1 tel que 


* Î dt Î Xaivio as, < | dt Î À Cr.) dv. (71.44) 
0 0 


k 


La première partie du théorème est démontrée en raisonnant par 
l'absurde. Supposons qu’il existe un cycle admissible pour lequel 
est vraie l'inégalité (71.13) et que l’adaptation soit faite en même 
temps. Alors, d’après le théorème de Mellan, il existe un champ de 
contraintes résiduelles 6;; qui ne dépend pas du temps et dont la 
somme avec le champ élastique of; forme un champ de contraintes 
admissible 0f;. D’après le principe des travaux virtuels on a: 


[Xwodsr= | 0959, av. (71.15) 


Utilisant la définition de of; et la formule (71.10), on obtient a'sé- 
ment: 


| OEt;0 AV = i Sci nrO0hg ÉV + [ Oycijnn Oo AV + Î O$ÉP;0 dv. 


Etant donné que d’après la loi de Hooke ef; = Cijnn0%, On a 
alors: 
\ OCLnR O0 dV = Î OÙ pEñe AV = 0, 

car les contraintes 0%:, correspondent aux forces extérieures nulles. 
Intégrons l'équation (71.15) par rapport au temps de 0 à +. Les con- 
traintes 0; étant indépendantes du temps, on aura alors par suite 
de (71.12): 

T 

Ÿ à L'oucimon,s dv = [ouav | tt 0. 

0 
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Donc, 


j dt | XnviodSr = Î dt | oÿer, av, 
0 0 


130 


ce qui est en contradiction avec l'inégalité initiale (71.13). car 
(oi9 — 95) jo > 0. 

La démonstration de la seconde partie du théorème de Koiter 
est DE plus complexe et elle n’est pas exposée dans cet ouvrage 
(cf. ). 

Choisissant le cycle admissible des vitesses de la déformation 
plastique et écrivant (71.13) avec le signe d'égalité, on peut se servir 
du théorème de Koïter.pour la recherche des frontières supérieures de 
l'adaptation. L'application du théorème de Koiter est liée à des 
difficultés beaucoup plus importantes que l'application du théorème 
de Mellan (sauf les systèmes les plus simples — les treillis et les 
systèmes triangulaires où on peut utiliser les méthodes de la pro- 
grammation linéaire). Citons encore le procédé inverse, proposé par 
V. NT RES qui peut être utile et le cycle des travaux de D. (Gokh- 
feld [5%]. 

3. Adaptation des corps inégalement chauffés. Le cas de l’action 
conjuguée des charges et du champ de température 8 — 6 (x,. r;, 
Za t), variant dans les limites données, présente un grand intérêt 
pratique. 

Le théorème de Mellan est facilement généralisé 
pour les corps inégalement chauffés. L'énoncé du théorème reste le 
même, mais par o*; on entend maintenant le champ des contraintes 
thermoélastiques dans un corps élastique parfait [V5]. 

Le théorème de Koïiter s'étend aussi aux corps iné- 
galement chauffés [%, 15], mais l'énoncé du théorème est quelque 
peu modifié: il est nécessaire d'introduire dans le premier membre 
de l'inégalité (71.13) le terme 


T 
3a | at | 66° dV, 
0 
où a& est le coefficient thermique de dilatation linéaire, 0% la vitesse 
de la pression moyenne pour le champ des contraintes résiduelles. 
4. Remarque portant sur la liaison existant entre les théorèmes 
de l'adaptation et les théorèmes sur la charge limite. W. Koiter 
a porté l'attention sur le fait que les théorèmes sur la charge limite 
(paragraphe 65) sont le corollaire des théorèmes de l’adaptation si 
l'on admet que les limites données de variation des charges se con- 
fondent. 


1 
15 
on 


MÊTHODE DE SOLUTION APPROCHÉE 365 


72. MÉTHODE DE SOLUTION APPROCHÉE. EXEMPLE 


Comme nous l’avons déjà noté, pour trouver le domaine de l’adap- 
tation à l’aide du théorème de Mellan, il faut considérer les 
champs admissibles de contraintes résiduelles et disposer en même 
temps de la solution du problème élastique correspondant pour 
les charges variant arbitrairement dans les limites prescrites. 
L'application de ce schéma se heurte à certaines difficultés (surtout 
dans les cas où il existe plusieurs charges indépendantes). Pour 
l'analyse de l'adaptation des treillis et systèmes triangulaires sim- 
ples pour les systèmes de charges à un ou à deux paramètres, on 
emploie d’habitude des procédés géométriques pour construire les 
domaines des états admissibles; dans des cas plus compliqués, on 
peut utiliser les méthodes de la programmation linéaire. 

Ci-après nous exposerons le procédé approché commode développé 
par V. Rosenblum [224] pour la recherche du domaine de l'adaptation, 
appliqué aux corps de forme arbitraire pour des systèmes de charges 
à un ou à deux paramètres. 

1. Méthode de solution approchée. En se basant sur le théorème 
de Mellan, considérons le cas où Les charges sont proportionnelles à 
un paramètre p; la solution du problème élastique correspondant 
prend alors la forme 

0 = POij, 
où 6;; ne dépendent que des coordonnées. Choisissons ensuite un champ 
de contraintes résiduelles quelconque 


Ci = ÀGi;, 
où 6;; ne dépendent que des coordonnées et À est un facteur indé- 


terminé. Conformément au théorème de Mellan, il convient de cons- 
truire le champ 


Oi= PO + A0i;, (72.1) 
qui est un champ de sécurité, c.-à-d. 
Î (oi5) <X. (72.2) 


Il faut trouver la valeur optimale du facteur À pour laquelle 
l'intervalle des variations admissibles du coefficient p soit maximal. 

Considérons le plan des variables p, À. À chaque point du plan 
correspond un état de contrainte quelconque (72.1). Sur ce plan, la 
condition d'écoulement 


f(poi; + 6%;) = K (72.3) 
définit la famille des courbes à trois paramètres (en pointillé sur 
la figure 220) ne passant pas par l’origine des coordonnées p = 0, 
à = 0 (car À >>0) et délimitant de la sorte un certain domaine de 
valeurs admissibles. La frontière de ce domaine C est formée soit 
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par l'enveloppe de la famille (72.3), soit par certaines courbes de la 
famille les plus proches de l’origine des coordonnées. Si la frontière C 
est construite, il est aisé de définir l'intervalle admissible des 
variations du paramètre de la charge p. Soit,par exemple, p >—>0; 


Fig. 220 Fig. 221 


la plus grande déviation possible doit être alors inférieure à l’abs- 
cisse maximale B. La valeur optimale de À est égale au segment OA. 
Pour un choix heureux du champ de contraintes résiduelles, on 
peut obtenir une bonne approximation. 
Il est facile d’étendre ce procédé aux systèmes de sollicitations à 
deux paramètres pour lesquels 


Of; = POij + 0), (72.4) 

et au lieu de (72.3) on aura: 
À (po + go; + Ai) = K. (72.5) 
Posons une série de valeurs q = q1, go. as - . . et traçons, comme 


ci-dessus, des courbes des états admissibles C;, C2, C2... 
(fig. 221) sur chacune desquelles notons la 
9 valeur maximale du paramètre p (p = p1. 
Pers Ps: - -.). Sur le plan des paramètres 
P. 4, on construit une courbe passant par 
ces points (fig. 222) et délimitant le domaine 

des charges admissibles. 

0 F 2. Exemple. Torsion et traction simul- 
tanées d’une barre. Trouvons le domaine de 
Fig. 222 l'adaptation pour une barre ronde de rayon 
a, sollicitée par un effort de traction P 
et un moment de torsion M. En coordonnées cylindriques r. , z. 
les composantes du tenseur des contraintes 6., T%: ne sont pas 
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nulles. Introduisons les grandeurs sans dimensions: 

__2M 
nas ? 12— rast, | 
La solution élastique s'écrit alors sous la forme 


P=r/a, T=T:/Ts, O—0:/0s, P=— 


=D, 1 = gp. 
Choisissons l’état de contrainte résiduelle suivant: 
7 8=0, 7—=A (+ cp). 


Q 


La constante c est définie à partir de la condition d'égalité à 
zéro du moment de contraintes t; on calcule aisément que c = 


Le champ sommaire 
4 = 
o=p, 1=gp+a(1—+p) (72.6) 


doit être un champ de sécurité, c.-à-d. (pour la condition d’écoule- 
ment de von Mises) 
+ T< fi. (72.7) 
Considérons d’abord le cas de la torsion pure (p = 0); il découle 
alors de la condition d'écoulement : 


1] 4 = 
à gp +à (1 —+P)= +1. (72.8) 
Sur le plan gq, À (fig. 223), cette équation définit ue faisceaux 
de droites aux centres À (a=+, 1=1) et A’ (a= =S, + h=—t). 


Etant donné que 0<p<1, 
ces faisceaux délimitent le 
parallélogramme des valeurs 
admissibles ABA'B'; les côtés 
de ce dernier sont obtenus à 
partir de (72.8) pour p = Det 
o = 1. 

Examinons certains détails. 
Notons avant tout que les 
premières déformations plasti- 
ques dans la couche extérieure 
de la barre apparaissent pour 
g = +i. Si le moment de 
torsion ne change pas de signe 
(c.-à-d. si 0 < g), l'intervalle Fig. 223 
admissible maximal de varia- 


tion de g se caractérise par l'abscisse du point À (a= 2) Cette 
> 
valeur correspond au moment de torsion limite. Si ce moment est 
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à signe alterné, l'intervalle maximal de variation de qg sera défini 
par la longueur du segment horizontal entre les côtés AB et 4'B'; 
il est évident que {max — Ymin — 2 quel que soit À. 

Passons maintenant à l’analyse du cas général où l'effort p 0 
et varie de manière arbitraire dans les limites (—p, +p). Il résulte 
alors de la condition d'écoulement : 


g+a(i—+p)=+VT— pe (72.9) 


Cette équation définit sur le plan g, À le parallélogramme aba'b’ 
(fig. 223) homothétique au parallélogramme ABA'B' et situé à 
l’intérieur de celui-ci; il coupe des segments de longueur V 1 —p? 
sur les axes q, À. Ainsi, l'intervalle des variations admissibles du 
moment de torsion diminue sous l'effet de la force axiale. Si le 
moment de torsion ne change pas de signe, on à Qmax — min = 


=+ V1 — p; SiNONn max — min = 2 VÆ — pi. 


Exercices du chapitre IX 


1. Trouver le domaine de l'adaptation d’un tube circulaire, sollicité par 
une pression intérieure et un effort longitudinal (selon le procédé approché, 
paragraphe 72). 

2. Trouver le domaine de l'adaptation d’une barre ronde, tordue par le 
moment M et éprouvant une pression P sur la surface latérale, l'effort axial 
étant absent. 


CHAPITRE X 


STABILITÉ DE L’ÉQUILIBRE 
ÉLASTO-PLASTIQUE 


73. SUR LES CRITÈRES DE LA STABILITÉ 


1. Note sur la stabilité des systèmes mécaniques. La stabilité 
de l'équilibre des systèmes mécaniques dépend de leurs paramètres. 
Dans certains systèmes mécaniques, parmi ces paramètres il faut 
citer les sollicitations exercées. Il en est de même des systèmes élas- 
tiques; les barres minces comprimées, les plaques et les enveloppes 
perdent la stabilité de l'équilibre pour certaines valeurs des solli- 
citations de compression. 

Supposant que le lecteur connaît les bases de la théorie de la 
stabilité, nousn'examineronsici que quelques détails de cette théorie. 

Dans la mécanique du solide, les problèmes de la stabilité de 
l'équilibre sont résolus par l’étude des mouvements du système au 
voisinage de la position d'équilibre envisagée (critère dynamique). 
L'état d’équilibre d’un système est instable lorsque les petites 
perturbations provoquent un mouvement divergent au voisinage de 
cet équilibre ; si des oscillations se produisent au voisinage de l’état 
d'équilibre envisagé, ce dernier est dit stable (stable en petit). 

La stabilité dépend de la grandeur des perturbations. La stabilité 
est dite en grand lorsque les déviations admissibles sont considé- 
rables. La grandeur des déviations est liée à la notion de degré de 
stabilité. Seules les petites perturbations seront envisagées ci-après. 

Si le système est conservatif, on peut ne pas considérer ses oscil- 
lations, une condition suffisante de la stabilité est fournie par le 
critère connu de Lagrange-Dirichlet : dans l’état d'équilibre stable 
l'énergie potentielle du système a le minimum (critère énergé- 
tique). 

À 2. Stabilité des systèmes élastiques. Il va de soi que le critère 
dynamique général est vrai aussi lorsque l’on procède à l'étude des 
problèmes de la stabilité d'équilibre des systèmes élastiques. Cepen- 
dant, son application y est liée à de grandes difficultés mathémati- 
ques, car le mouvement de tels systèmes est décrit par un système 
d'équations aux dérivées partielles. L'analyse de la stabilité d’équi- 
libre des corps élastiques est donc entreprise en général à l'aide 
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d’autres critères plus simples, mais de caractère moins général, de 
la stabilité de l’équilibre. Examinons-les brièvement. 

Le critère statique de stabilité consiste en ce qui suit. On considère 
des états d'équilibre infiniment proches de l’état d'équilibre initial 
(principal, « trivial »). Outre la forme principale de l'équilibre, une 
autre forme est possible pour certaines valeurs de la charge. Autre- 
ment dit, différentes formes d'équilibre peuvent se réaliser pour la 
même charge (point de bifurcation, ramifications des formes d'équilibre). 
Un tel état peut être considéré comme transitoire entre l'équilibre 

stable et l'équilibre instable. La charge 

lp minimale à laquelle sont possibles diffé- 

K | rentes formes d’équilibre est dite critique. 

7 Cette image est montrée schématique- 

EE ment en ligne pleine sur la figure 224 

Per | / (exemple de la barre comprimée). En 

| 4 ordonnées on porte la charge P et en 

à abscisses le fléchissement A. Lorsque 

P < Per, la seule forme possible pour 

une barre régulière en équilibre est la 

r forme rectiligne. Lorsque P > P,r (où Pr 

nn dou. +. est le point de bifurcation), c’est la forme 

9 courbée qui répond à un équilibre stable. 

Fig. 224 Pour les systèmes conservatifs, les 

critères statique et dynamique conduisent 

aux mêmes valeurs de la charge critique. Du point de vue mathé- 

matique, le critère statique mène au problème bien connu des 

valeurs propres pour les équations différentielles linéaires. Appli- 

quant la méthode statique, Euler a été le premier à étudier la 
stabilité d’une barre élastique comprimée. 

Critère énergétique de stabilité. Si le système élastique considéré 
est conservatif, la condition suffisante de sa stabilité est la condition 
du minimum de l'énergie potentielle. Si II est le potentiel élastique, 
A le potentiel des forces extérieures, € — II — A l'énergie totale 
du système et si le système est en équilibre stable, la seconde varia- 
tion de l'énergie sera définie positive 


618 > 0. 


La charge critique est la charge minimale pour laquelle cette pro- 
priété est sur le point de disparaître, c.-à-d. 


ô,6 = 0. (73.1) 


Le critère énergétique peut être énoncé également sous une forme 
un peu différente appartenant à S. Timochenko. L'énergie € — 
= Ïl — À étant minimale dans l’état d'équilibre stable, l’accrois- 
sement de l'énergie totale 6€ > 0 ou ôII > 64 pour toute dévia- 
tion petite par rapport à la position d'équilibre. Si pour une 
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valeur quelconque de la charge l'équilibre cesse d’être stable, on 
a 08 = 0, c.-à-d. 


ôI1 — 64. (73.2) 
Soit p le paramètre de la charge, c.-à-d. 84 — pôA, on a alors: 
_ ônl 
PT 54 : 


La valeur minimale de la charge satisfaisant à cette relation pour 
des déviations non nulles du système par rapport à la position d’équi- 
libre principale est la charge critique 


Per = min À. (73.3) 


Dans le plan mathématique, nous avons affaire ici à un problème 
du minimum d'une fonctionnelle quadratique. 

Les critères statique et énergétique sont équivalents pour les systèmes 
conservatifs. Les équations différentielles de stabilité, obtenues en 
appliquant la méthode statique, sont les équations différentielles 
d'Euler pour le problème variationnel auquel conduit le critère 
énergétique. 

Il est important, pour le système élastique, que les forces exté- 
rieures aient un potentiel, sinon les critères statique et énergétique 
peuvent conduire à des conclusions erronées (cf. [1#]). 

Si le système n’est pas conservatif, le seul critère valable est en 
général le critère dynamique. Le cas de la barre élastique comprimée 
par une force dirigée suivant la tangente à l’axe de la barre (dite 
force asservie) est l'exemple le plus simple d’un tel système. 

Par la suite. nous supposerons que les forces extérieures ont un 
potentiel, c.-à-d. que le travail des forces extérieures ne dépend pas 
du trajet parcouru. 

On peut aborder la valeur de la charge critique en suivant les 
déformations d’un système présentant des déviations initiales (dé- 
fauts initiaux). Par exemple, on peut envisager la compression d'une 
barre initialement gauchie (ou pour une sollicitation transversale 
complémentaire). L'accroissement du fléchissement avec l’augmen- 
tation de l'effort de compression est montré en pointillé sur la figu- 
re 224. Lorsque l'effort s'approche de sa valeur critique P4, le 
fléchissement grandit brusquement. 

Dans cette position du problème, bien que l'analyse de la stabilité 
ne soit en fait plus nécessaire, ce procédé a ses défauts. Le comporte- 
ment du système dépend des déviations initiales qui ne sont pas 
connues d’avance. En outre, le problème mathématique s'avère 
plus complexe que pour l’application des critères statique ou éner- 
gétique. 

3. Stabilité pour les déformations élasto-plastiques. L'expérience 
montre que les solutions classiques des problèmes de la stabilité 


24% 
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des systèmes élastiques sont souvent peu efficaces. Une des causes 
majeures de cette divergence sont les propriétés non élastiques des 
matériaux réels, qui ont pour effet de diminuer nettement la résistan- 
ce au flambage. 

Compte tenu de l'importance pratique du problème (dans la 
plupart des cas, la disparition de la stabilité dans les constructions 
modernes se produit au-delà de la limite élastique), les différentes 
formules empiriques obtenues lors de l’étude expérimentale de la 
stabilité des barres en compression sont devenues d’un usage très 
courant. Des procédés théoriques relatifs à l'analyse de la stabilité 
des constructions travaillant au-delà de la limite élastique ont été 
développés par la suite. 

Le système sollicité par des déformations élasto-plastiques n’est 
pas conservatif. En conséquence, l’étude de la stabilité de l’équi- 
libre au-delà de la limite élastique doit ètre basée en général sur 
l'analyse du mouvement d’un tel système au voisinage de l’état 
d'équilibre principal lorsque le système en question reçoit certaines 
perturbations. Cette analyse est extrêmement difficile et ceci pour 
deux raisons : primo, nous ne disposons pas d'équations sûres de la 
plasticité pour les déformations cycliques; secundo, de grosses dif- 
ficultés mathématiques interviennent même lorsqu'on utilise les 
équations les plus simples (par exemple les équations de la théorie 
des déformations ou de la théorie de l'écoulement). 

Dans de nombreux cas (mais pas toujours), on peut obtenir la 
réponse voulue en étudiant la déformation élasto-plastique du système 
présentant des déviations initiales. Cependant, une telle analyse 
conduit aux problèmes non linéaires et est liée également à de gran- 
des difficultés mathématiques. On part en général d’un critère sta- 
tique quelconque et l’on cherche la charge pour laquelle sont possi- 
bles diverses formes d'équilibre voisines pour telles ou autres condi- 
tions supplémentaires. Ces critères. qui sont examinés dans le para- 
graphe suivant, sont dépourvus de bases théoriques solides: leur 
importance est illustrée par l'analyse du comportement des modèles 
très simples de corps élasto-plastiques et elle est confirmée par des 
résultats expérimentaux. 


74. STABILITÉ D'UNE BARRE EN COMPRESSION. 
CHARGE À MODULE TANGENTIEL 
ET CHARGE À MODULE RÉDUIT 


1. Stabilité d’une barre élastique. La stabilité de la barre élasti- 
que en compression a été étudiée par Euler dans un ouvrage datant de 
1757. Nous exposerons brièvement la solution de ce problème basée 
sur le critère statique en considérant, pour des raisons de simplicité. 
une barre de section constante et symétrique (fig. 225); les axes des 
zx et y seront les axes centraux principaux. 
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Supposons que pour une valeur quelconque de l'effort de com- 
pression P il se produise le flambage de la barre dans le plan de la 
moindre rigidité Oz; désignons par u — u (z) le déplacement de l'axe 
de la barre au flambage (fig. 226). 

Conformément au critère statique de la stabilité, le flambage se 
produit dans un état de l’équilibre « indifférente » et a toujours lieu 


ÿ 


| k 


Fig. 225 Fig. 


pour la même valeur de l'effort axial, c.-à-d. que l’accroissement 
de l'effort axial est nul au flambage : 
ôP = 0. (74.1) 
La barre gauchit au flambage et subit des déformations supplé- 
mentaires infiniment petites 6e. ; la barre étant mince, ces déforma- 
tions supplémentaires obéissent à l'hypothèse des sections planes, 
c.-à-d. 
ÔE. = Eo — 7, (74.2) 
où £, est un allongement axial supplémentaire infiniment petit et q 
un changement infiniment petit de la courbure. D’après la loi de 
Hooke les contraintes supplémentaires correspondantes seront 
00. — Eëôe.. (74.3) 


Il est évident que ôP — EFe,, où F est l’aire de la section de la 
barre ; il faut poser £, — 0 en conformité de (74.1). 

Le moment fléchissant infiniment petit —Pu, qui prend nais- 
sance au flambage, est équilibré par le moment des forces intérieures 


= | Î 60.x dx dy = EJq, 


où J est le moment d'inertie de la section par rapport à l’axe des y. 
Etant donné que q — __ , il en résulte l'équation différentielle 


d'u P 
ne +7 40. (74.4) 
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Les conditions aux limites pour une barre reposant æses deux 
extrémités sur des appuis simples seront: u — O0 pour z — 0 et 
z = L. La charge critique cor- 
respondante (force critique 
d’Euler) est égale à 


mEJ 
Er 


Ga 


a) P = 


(74.5) 


€z 


Si l’on introduit le para- 
mètre de la souplesse 


C) {) 
€. 
œ Z 
d) 
€ 
Fig. 227 


où p est le rayon d'inertie, et le paramètre de la charge 


Pr 
R=-ZF 


qui est égal au rapport de la contrainte critique au module d'Young, 
la formule (74.5) prend la forme 


Au = n°. (74.6) 

Sur le plan à, u, la frontière de la stabilité sera donc une hyperbole 
(fig. 227, a). 

Notons que les résultats ne changeront pas si l’on considère 
que ôP diffère de zéro. 

2. Stabilité d’une barre comprimée au-delà de la limite élastique: 
charge à module tangentiel. Si l’on comprime la barre au-delà de la 
limite élastique (point C sur la figure 228), l'analyse précédente 
n'est plus valable. 

Un procédé simple a été proposé en 1889 par Enguesser pour tenir 
compte des propriétés plastiques. Admettons que la courbe OC 
est une courbe de la déformation élastique non linéaire, autrement 
dit, considérons la stabilité d’une barre élastique non linéaire quelcon- 
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que. La relation entre les accroissements de la contrainte 60. et de 
la déformation ôe. sera 


Ô0. — E'6e., (74.7) 


où E’— (SE) est le module d’élasticité local, appelé parfois module 
Zz c 


tangentiel. 1] est évident que dans ce cas la charge critique P° (nous 
conviendrons de l'appeler charge à module tangentiel) sera définie 
par la formule (74.5) en remplaçant le module d’Young par le module 
E'. c.-à-d. 

xE'J 


Pre. 


(74.8) 


La frontière de la stabilité dépend de l'allure de la courbe de 
déformation; les cas typiques sont représentés sur la figure 227. 
Pour les matériaux à palier d'écoulement 
prononcé on a E” — 0. c.-à-d. que la stabi- 
lité disparaît au voisinage de la limite d’écou- 
lement (fig. 227, b); cette conclusion est con- 
firmée par des résultats expérimentaux. La 
frontière de la stabilité est montrée sur la 
figure 227, c, pour le cas du passage graduel 
au palier d'écoulement. Enfin, pour le maté- 
riau écrouissable, la frontière de la stabilité 
s'écarte de l’hyperbole, répondant à la force 
critique d'Euler, et monte ensuite (fig. 227, d). 
La solution d’'Euler (74.6) est valable jusqu’à 
la limite élastique O,; au-delà de cette limite 
elle est montrée en pointillé. 

Le schéma exposé donne en gros une image 
qualitative correcte. 

3. Stabilité de la barre comprimée au-delà Fig. 229 

de la limite élastique: charge à module réduit. 
Peu de temps après la publication de l'étude d’Enguesser, il fut 
constaté par Iassinski que, pour les matériaux réels, une partie 
de la section F, (fig. 229) éprouvait une compression supplémen- 
taire au flambage et que la relation (74.7) était ici valable; quant 
à l’autre partie de la section F,. elle subissait une décharge s'effec- 
tuant selon la loi de Hooke (74. 3) et que, par conséquent, il n’était 
pas possible de considérer comme correcte la recommandation 
d'Enguesser. 

Par la suite, Enguesser et Karman donnèrent la solution du 
problème relatif à la stabilité d’une barre comprimée au-delà de la 
limite d’élasticité en tenant compte des objections de Iassinski. 
Donnons cette solution. 
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Les accroissements infiniment petits de la contrainte 60. sont 
égaux à 


ÿ { E'ôe, dans le domaine du chargement F, (6e, < 0), 
%:—| Eôe, dans le domaine de la décharge F, (ôe, > 0). 


Comme nous l’avons déjà noté dans ce qui précède (paragraphe 24), 
l'hypothèse des sections planes présente un caractère géométrique 
et n’est pas liée aux propriétés du matériau, et les déformations sup- 
plémentaires ôe, peuvent donc être représentées par la formule pré- 
cédente (74.2). Le long de la ligne nr — n, on a ôe. — 0: nous convien- 
drons d’appeler cette ligne ligne de séparation qui par la suite nous 
servira de ligne de référence pour les x. On a alors: 


ÔE, — —qx. (74.9) 


Comme il est admis que Le flambage est réalisable pour la même 
valeur de l'effort axial, on a 


ôP = [ S 60: dr dy = 0, 
d'où 
SE" — S,E = 0, (74.10) 


où S, et S, sont les moments statiques des aires F, et F, par rap- 
port à la ligne de séparation. Cette équation définit la position de 
cette ligne (c.-à-d. x,) qui, comme on le voit aisément, dépend de 
la forme de la section et du rapport E’/E. Il est clair que le domaine 
du chargement F, est toujours supérieur au domaine de la décharge 

On peut maintenant calculer le moment des forces intérieures 
par rapport à la ligne neutre: 


= ff 60, x de dy = EJq (74.41) 
où l'on a posé 
_ E'Jit ES 
Ey= EURE , 


J, et J, sont ici les moments d'inertie respectifs des aires F; et F, 
par rapport à la ligne de séparation nr — nr. La grandeur E, est 
appelée module réduit (ou module d'Enguesser — Karman). 

La distribution des contraintes supplémentaires dans la section 
de la barre est montrée sur la figure 230. Comparant les moments des 
forces intérieures pour la distribution £’rE envisagée et pour les 
distributions E’nA, EnB, on en vient à la conclusion que 


E'£<E<E. (74.12) 
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Ainsi, nous avons l’équation précédente du fléchissement longi- 
tudinal mais avec le module réduit £;, au lieu de £ ; par conséquent, 
la charge critique est maintenant égale à 

n°E,J o E 1 à: 
Pr=- où un. (74.13) 

Le module réduit dépend de la forme de la section. Cependant, 
comme le montrent les calculs, l'influence de la forme de la section 
transversale sur la valeur du module réduit £, est faible pour l'acier. 


Fig. 230 Fig. 231 


Exemple. Considérons une barre de section rectangulaire (fig. 231); 
désignons par mh (m < 1) la hauteur de la zone de chargement F,, on a alors: 


S=+ m°h?, S,=+ ({—m)° h? 


et l'équation (74.10) définissant m prend la forme 
mF'— ({—m}E = 0, 


d’où 
E" \-1 
m=(1+y À) . 
Ensuite, 
___ bm3h3 _b(i—m)3 h3 __ bh5 
Dh ae op 


Le module réduit est égal à 
4EE' 


EL  — 
(VE+ VE) 
La théorie exposée a été confirmée, pour l'essentiel, de manière 


satisfaisante par les expériences de Karman et d’autres chercheurs. 
Par ailleurs, il faut avoir en vue les deux circonstances suivantes. 


378 STABILITÉ DE L'ÉQUILIBRE ÊLASTO-PLASTIQUE [CH X 


Premièrement, le module tangentiel £” est déterminé pratiquement 
avec une faible précision à cause de la dispersion inévitable des 
points et du changement rapide de la pente de la tangente à la courbe 
de déformation. Deuxièmement. il existe des doutes, quant à l’exac- 
titude suffisante des résultats expérimentaux, par suite de l’influen- 
ce notable des conditions aux extrémités et des particularités du 
chargement dans les machines d'essai. 

4. Modèle de Shanley. Importance de la charge à module tangentiel. 
La solution d’'Enguesser — Karman est basée sur l’application du 
critère statique de la stabilité dans la forme 
sous laquelle il est employé dans les problèmes 
de la stabilité des systèmes élastiques. On con- 
sidère que la barre reste droite jusqu’au mo- 
ment où elle devient instable, le passage de 
l’état droit à l’état gauche se faisant pour une 
valeur constante de l'effort de compression, 
c.-à-d. pour ÔP — 0. Pendant longtemps, aucun 
doute n'existait quant à la validité de la mé- 
thode exposée plus haut pour la solution des pro- 
blèmes de la stabilité d’une barre comprimée 
au-delà de la limite élastique. 

Il a été trouvé dans une série d’études 
expérimentales sur la compression des barres en 
alliages d'aluminium, exécutées récemment pour 
les besoins de la construction aéronautique, que 
la charge critique est d'habitude un peu plus 
proche de la charge à module tangentiel P’ que 
de la charge à module réduit £,. Les expériences 
ont montré que le fléchissement apparaît avant 
que ne soit atteinte la charge à module réduit Py, 
ct que d’ailleurs il s'effectue au début sans être 
marqué par la décharge du matériau. Ces faits ont été décrits 
sous un angle nouveau dans les études de F. Shanley [!%] et dans 
les travaux suivants d’autres auteurs. 

Si l’on rejette la restriction selon laquelle 8? — 0 en cherchant 
la charge minimale à laquelle devient possible le gauchissement 
dans des conditions de la force de compression croissante (8P > 0), 
on trouve que cette charge est la charge à module tangentiel P'. 
Ceci a été montré par Shanley sur un exemple particulier d’une colon- 
ne idéalisée, constituée de deux barres rigides dont chacune est de 
longueur 2/2 et qui sont reliées entre elles par une petite articulation 
élasto-plastique (fig. 232); les deux paliers déformés de celle-ci 
(chacun ayant l'aire F/2, h < 1) subissent une traction ou une com- 
pression. A l’état initial, le système est rectiligne ; le système dans 
l'état dévié (où est le « fléchissement ») est montré sur la figure 232. 
Soient #8, et €. les déformations supplémentaires au flambage et ôP 


Fig. 232 
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l'accroissement de la charge. Etablissant les conditions d’équilibre 
du système 


6P= (UE —@E),  Pu=-e(4E'+eE) 


et appliquant la relation w EC + £&.), on trouve, en 


éliminant e, et &., que 


LEE (he 
L'état dévié (u 0) s'avère possible : 


1) pour les paliers élastiques (E° = E) et la 
charge d’Euler 


EFa? 
Pe= re, 


2au-delà de la limite élastique suivant 
le schéma du module tangentiel (E = E') 
pour la charge 


ñ E'Fa° 
P'=——, 

3)au-delà dela limite élastique suivant 
le schéma du module réduit (ôP — 0) pour la charge 


_ pr. 2E 
Pre Pr 
On trouve aisément que €, est proportionnelle à (P — P'); mais 
Es > 0, et l'on aura u — O0 pour P << P'. Si PP LPLP,,0ona 
alors une bifurcation de l'équilibre et, en plus de la solution triviale, 
il est possible d'obtenir la solution 


__ a P—P P,—P' _ - 
= PP Pr (ôP— P—P), 


où ? est la valeur de la charge au point de bifurcation; cette rela- 
tion est montrée sur la figure 233. La charge à module tangentiel 
est la charge minimale à laquelle est possible le flambage, le fléchis- 
sement (courbe 7) augmentant avec l'accroissement de l'effort de 
compression P et tendant vers l'infini lorsque l’on s'approche de la 
charge à module réduit P,. Si l’on empêche les déplacements de la 
barre jusqu'à une certaine charge ? >> / et si on la relâche ensuite, 
celle-ci fléchira suivant la ligne 2 en pointillé. Le flambage peut 
avoir lieu à n'importe quelle charge dans l'intervalle (P”, P,). 
Lorsque la force P >> P", la flexion est suivie de la décharge et de 
l’apparition de déformations résiduelles, c'est pourquoi l'analyse de 
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Shanley n'est pas un retour au schéma approché initial d'Enguesser : 
néanmoins, au moment de la bifurcation la décharge est absente. Ainsi, 
les perturbations infinitésimales conduisent à la flexion lorsque la 
charge est à module tangentiel. Cependant, ces déviations ne sont 
pas dangereuses à l’étape initiale et ce n’est qu'avec l'accroissement 
ultérieur de la charge qu'il se crée un état menaçant. 

La charge à module tangentiel 2’ et la charge à module réduit 
P; sont appelées parfois respectivement charges critiques inférieure 
et supérieure; elles délimitent ie domaine de flambage. 

La frontière inférieure P”’ est moins dangereuse et plus facile à 
définir ; elle est de ce fait pratiquement plus intéressante. 

Il convient de noter que la différence entre les charges P' et P, 
est souvent petite. Sur la courbe de compression (fig. 234), le point 


Fig. 233 Fig. 234 


O, correspond à la charge à module tangentiel et le point O, à la 
charge à module réduit. Les contraintes 0’ et 6, sont souvent voisi- 
nes l’une de l’autre, ce qui s'explique par la diminution du module 
tangentiel £’ au fur et à mesure qu'on se déplace suivant la courbe 
de déformation. 

L'analyse des conditions de flambage des barres réelles, exécutée 
suivant les méthodes approchées ou numériques par Y. Rabotnov 
[4], A. Pflüger [#0] et autres auteurs, a confirmé les conclusions de 
F. Shanley. V. Kliouchnikov [12] a étudié le mouvement du modèle 
idéalisé (fig. 232) en faisant la supposition que toute la masse du 
système est concentrée au milieu de la barre ; il en est venu à la même 
conclusion suivant laquelle le commencement du flambage tombait 
sur la charge à module tangentiel. Cf. également le livre de Y. Panov- 
ko et I. Goubanova [2]. 

5. Charge critique inférieure. Les études effectuées ont déterminé 
l'importance de la charge à module tangentiel pour la barre com- 
primée. Nous conviendrons de l’appeler charge critique inférieure. 

La situation est bien plus embrouillée en ce qui concerne l’éta- 
blissement du critère de la stabilité au-delà de la limite élastique pour 
les systèmes plus complexes : bandes, plaques, enveloppes. On appli- 
que d'habitude l’un es procédés suivants. 
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Le premier procédé consiste à considérer, tout comme dans le 
cas du corps élastique parfait, la bifurcation de l'équilibre pour des 
forces extérieures fires. Des domaines de décharge apparaissent 
dès que se manifeste le flambage. Appliqué à la barre comprimée, ce 
schéma donne une charge à module réduit. Nous supposerons que 
ce procédé conduit à la charge critique supérieure. 

Le second procédé est basé sur l’analyse de Shanley. On recherche 
la bifurcation de l’équilibre sous la condition que le chargement est 
encore en cours (il n’y a pas de décharge au moment de la bifurcation). 
Le mouvement perturbé d’une plaque idéalisée a été étudié récem- 
ment par V. Kliouchnikov [14] (équivalent bidimensionnel du modèle 
montré sur la figure 232). Il a été établi par cette analyse que le 
second procédé conduit à la charge critique inférieure si l’on se base 
sur les équations de la théorie de l'écoulement plastique. 

Le second procédé est appliqué ci-après; nous supposons qu’il 
conduit à la charge critique inférieure. Bien entendu, cette conception 
n’est pas bien argumentée. De plus, on est loin de savoir s'il est 
toujours possible de réaliser dans le sens indiqué plus haut la « mise 
en charge ultérieure » grâce à l'accroissement du paramètre de charge 
dans les problèmes de stabilité des enveloppes. Néanmoins, la sim- 
plicité relative, la marge de sécurité plus grande de la charge criti- 
que inférieure ainsi que les erreurs notables relevées dans la déter- 
mination du module tangentiel £', rendant moins précises les solu- 
tions élaborées d’après les deux critères, nous incitent à préférer 
ici le deuxième procédé. 
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1. Généralités. Considérons le problème du flambage latéral d’une 
bande lorsque celle-ci est fléchie par des couples au-delà de la limite 
élastique (fig. 235, a). Les extrémités de la bande sont fixées en 
charnière. La section de la bande a la forme d’un rectangle étiré 
(fig. 235, b). Le matériau de la bande obéit aux équations de la 
théorie de l'écoulement plastique, la condition d’écoulement de 
von Mises étant vérifiée dans les zone plastiques |y| > E, hachu- 
rées sur la figure 235, a. Il y a un noyau élastique lorsque | y| << ë; 
il est aisé de voir : paragraphe 24) que 


M 
=t-V50p, = ll, (75.1) 
où M, — 6.bh° est le moment fléchissant limite. Seule la contrainte 
6: diffère de zéro avant le flambage, avec d’ailleurs | ©, | — os 
pour |y|Z>£E. Lorsque le moment fléchissant est assez important. 


il se produit le flambage latéral (dans la direction des x), suivi 
d'une torsion. 
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Désignons par x”, y’. z’ le trièdre des axes pour la section trans- 
versale arbitraire d'une bande après le flambage:; les axes des x’ et y” 
sont dirigés suivant les axes centraux principaux de la section trans- 
versale (fig. 235, c). Désignons par y l’angle de rotation de la section 


2 . ’ 
Æ 
———))] hr. 
OR LRE CONTENU ) 


Fig. 235. 


par rapport à l’axe des z (angle de torsion); la torsion par unité 


de longueur sera alors égale à +. Ensuite, soit u la flexion latérale 
au flambage. la courbure correspondante de l’axe de la bande est 


: , du 
alors égale à ——. 


Le vecteur moment sur l'extrémité de la bande z = / est montré 
sur la figure 235, a en pointillé ; ses projections sur les axes des y” 
et z’ sont égales respectivement à 

Ly=MY, L:=—ù A (75.2) 

La bande subit des déformations supplémentaires pour un flam- 
bage infiniment petit. Tout comme dans le cas élastique, ces défor- 
mations comprennent la flexion de la bande et sa torsion. On peut 
négliger les composantes du tenseur des contraintes 6,, Ti: Try 
du fait que les surfaces latérales de la bande sont libres de contrain- 
tes et l'épaisseur de la bande est petite ; on néglige aussi la contrainte 
6, étant donné que les fibres n’exercent pas de pression réciproque à 
la flexion et à la torsion. Donc, seules les contraintes supplémentai- 
res Ô6., Ôt,. apparaissent lors du flambage. 

2. Frontière inférieure de la stabilité. On recherchera la charge 
critique inférieure ; dans ce cas il n’y aura pas de décharge au moment 
de la bifurcation. C' est pourquoi dans les zones plastiques | y| > E 
on aura 06. — 0. D’après les équations de la théorie de l'écoule- 
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ment (13.7), on a: 
1 [l = 
Ôe: = — 0: pour |y|<E; DYy: = 7 Ôtyz. (75.3) 


Conformément à la deuxième relation, les accroissements de la 
contrainte tangentielle et du cisaillement sont liés par la loi de 
Hooke et le couple de torsion est donc proportionnel à la torsion, 
c.-à-d. 

dy == 
L:=Co. (75.4) 
où C, est la rigidité à la torsion d’une bande élastique. 

Ensuite, comme dans les zones plastiques on a ô0, = 0, la rigi- 
dité à la flexion latérale est définie par la rigidité du noyau élastique 
|y|-<E£E. Les accroissements des déformations axiales ôe. obéis- 
sent à l'hypothèse des sections planes, c’est pourquoi le moment 
fléchissant L,. au flambage équivaut à 

Ly=BÈE, BE Bot. (75.5) 
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élastique. 
Comparant les formules présentées ci-dessus, on obtient : 


MECS, My=BE. (75.6) 

Selon les conditions des extrémités articulées, on a: 
u=0,y—=0 pour :=0e z = 1. (75.7) 
Intégrant la première des équations (75.6), on trouve que C5y = 


= —Mu; alors 


d'u 
NTMRE BC u—=0. 
La solution de cette équation, satisfaisant à la condition de nul- 
lité pour z — 0, a la forme (A est une constante arbitraire) 
Mz 
VE 
De la deuxième condition aux limites on trouve: 
MI LY 
VECo 
Par conséquent, outre la forme initiale (triviale) de l'équilibre 
(A = 0), le flambage est possible pour 
MI 


V8 


u = Asin 


Asin 


=, 21, ... 
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Le moment critique est égal à 
Mer= +V BC. 


Introduisant le paramètre de la souplesse À = Re —, on peut 
0Co 
représenter la dernière relation sous la forme 
Au = VE, (75.8) 


Q 


ou 
1 pour uE+, 


= 
V3 HW pour 5 <u<1. 


La frontière de la stabilité sur le plan À, u est montrée sur la 
figure 236. La ligne en pointillé y répond à une bande élastique par- 
faite (6 —1). Le point D, 


2 \ pour lequel u = 2/3, corres- 
| 5 pond à l'apparition de la pre- 
40! \ mière déformation plastique. 


La charge critique baisse brus- 


96; quement en présence de défor- 
fat mations plastiques. 

4! 3. Considérations finales. La 

| théorie générale de la stabilité 

pe d’une flexion de forme plane au-de- 

là de la limite élastique et ses 

02. applications à différents problèmes 


particuliers sont exposées dans la 

première édition russe de cet ou- 

—— 1" vrage. Les charges critiques supé- 

rieures y sont également décrites. 

Fig. 236 Les calculs ont montré que les 

8- charges critiques inférieure et supé- 

rieure sont proches l’une de l’autre. 

L'influence de l'écrouissage a fait l’objet d'une étude dans les travaux [1%]. 

L'importance théorique des charges critiques a reçu une bonne confirmation 

dans les études de B.tNeal [178]. 

La stabilité des barres à parois minces aux déformations élasto-plastiques 

a fait l'objet d’une étude dans l'ouvrage [1%] sur la base des équations de la 

théorie de l'écoulement suivant le schéma de la « mise en charge toujours en 
cours » (charge critique inférieure). 


76. STABILITÉ DES PLAQUES COMPRIMÉES 


Le flambage des plaques et enveloppes a été étudié par A. Iliou- 
chine et d’autres auteurs, (cf. [* 28; %]) sur la base de la théorie des 
déformations et la notion classique relative à la perte de stabilité 
pour des forces extérieures invariables. Le flambage s'accompagne 
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alors de l'apparition de domaines de décharge, ce qui complique 
sensiblement l’analyse. La plupart des difficultés subsistent lors- 
que l’on applique la théorie de l'écoulement et le même critère. 

Les mêmes problèmes se résolvent de manière beaucoup plus sim- 
ple si l’on se base sur la théorie de l’écoulement et si l’on recherche 
la charge critique inférieure correspondant au flambage pour la mise 
en charge toujours en cours. Comme nous l'avons déjà noté, l'inter- 
prétation de cette condition peut causer ici des difficultés; cepen- 
dant, nous l’appliquerons ayant en vue que l’on trouve ainsi une 
frontière de la stabilité avec une marge de sécurité plus grande. 
Examinons brièvement sous ce point de vue le problème du flam- 
bage des plaques. 

1. Equations fondamentales (1). Soit une plaque (d'épaisseur k) 
qui se déforme dans son plan (x, y) au-delà de la limite élastique. 
On suppose pour des raisons de simplicité qu’il se réalise dans la 
plaque avant le flambäæpe un état de contrainte homogène (compres- 
sion dans deux directions perpendiculaires) : 


Ox= —P, Oy= —Q, Try = 0. 


Au flambage les contraintes dans la plaque reçoivent des accrois- 
sements infiniment petits 


Ô0:, 00, Ôtry 


(les autres composantes de la contrainte sont négligées comme étant 
secondaires pour la plaque). Partant des équations de la théorie 
de l'écoulement (13.14) pour le cas général du matériau écrouissable, 
on obtient des accroissements infiniment petits correspondants des 
composantes de la déformation: 


6e, (50,—v60,) —-2 F(T) ET (2p—0), | 
Ge, = + (80,— vô0:) —+ F(T) ÔT (29— p}, (76.1) 
) 


1 
Day = TZ Or 
avec 


Tr= + (pe pa+d), 


ie g) 80x + (2q— p) ô0,], 
FT)= 


) On Anppose que le lecteur connaît les bases de la théorie de la flexion 
et af on stabilité des plaques élastiques (cf. [#]). 


25—0653 
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Ici O(T) est le travail de la déformation plastique; @ (T) est 
une fonction caractéristique du matériau donné, qui est indépen- 
dante du type de l’état de contrainte. 

Considérons la traction simple; admettons que la courbe de 
traction a pour équation &, = f (0.), alors l'accroissement du travail 
de la déformation plastique équivaut à 


dA, = 0, der = 0,f" (0+) do + Ox dO se 


La dérivée f’ (o.) est inverse au module local (tangentiel) £’, donc, 


puisque A, = ®; E” est ici le module tangentiel pour la contrainte 
de traction ©. correspondant à l'intensité donnée 7. 

Portant les valeurs de 7, ÔT et F (T) dans les formules (76.1), 
on obtient: 


Eôe, = 4,380 + Axyô0 y, | 


Eôe, = A,,00, + Ayy00y, (76.2) 
GÜVry EE Ôtxy, | 
où sont introduites les notations 
Axx — 1 + 6 (2P —q}, 
Axy = —Vv+0(2p —g) (29— p), (76.3) 
Ayv =1+6 (29 —p}?, 
avec 
1 1 E 
0=77 7 (1) 


6 = 0 pour le corps élastique et 6 —+ oc lorsque l’on passe au 
palier d'écoulement. 

Résolvant les équations (76.2) par rapport aux accroissements 
de la contrainte, on trouve: 


Ô0> = _ (Ayy08x —= Axy0ey) , 


Ô0,— = (— Axyôex + AzxÔey), (76.4) 
Êtry = GO Yzy 


où les notations sont 


5—4v 8—10v 


= (—v)o, 14 (pt pa + ge) 0. 
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Par hypothèse la bifurcation se réalise en l’absence des domaines 
de décharge, les formules (76.4) sont donc vérifiées dans toute la 
plaque. 

Conformément à la théorie de Kirchhoff relative à la flexion des 
plaques, les accroissements des déformations au flambage seront 
des fonctions linéaires de la distance à partir de la surface moyenne : 


ÔEx = € —2K1, 
ÔEy — 2 — ZX, (76.5) 
ÔYxy = 2 (619 —ZX4e), 
où ex, €: et 2e,, sont les accroissements infiniment petits des défor- 


mations de la surface moyenne, et %;,, %+, #1, des variations infini- 
ment petites de ses courbures et de sa torsion. On sait que 


8 dw d°w 
=, M Gp ? 2 — roy (76.6) 
où w = w (x, y) est le fléchissement de la plaque au flambage. 

Les accroissements des contraintes changent évidemment eux 
aussi de façon linéaire suivant l'épaisseur de la plaque. Maintenant 
il est facile de calculer les accroissements des moments de flexion 
ôM,, 6M, et de torsion ÔM,,: 


EMx= | 802: de = — (Am Aux), | 
6My= | Boys de — D (— Au + Aux), Le 
8Mxy= [ Etxyz dz= — D (1 —v) Xe, | 


où l'intégration est opérée dans les limites de — La + Let D=— 
3 
= est la rigidité de la plaque élastique. 
Projetant sur l’axe des z les forces agissant sur l'élément de la 
plaque dans l’état de flambage, on obtient l'équation d'équilibre 
connue 


d25Me O6Mzy ôM, 
EPS + 2 Er D ae Ph —qhxs = 0. (76.8) 


D'où, à l’aide des formules (76.7) et (76.6), on trouve l'équation 
différentielle du flambage de la plaque (l’épaisseur k de la plaque 
est supposée constante et l'état de contrainte initial homogène): 


uw ô4w 
Ang + 2 (i— ee aa + 


RAR rt D CESSTES a Pr)=0. (76.9) 
25e 
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Une He différentielle analogue a été indiquée par C. Pear- 
son [17]. 

6 = 0 pour la plaque élastique, et l'équation du flambage prend 
la forme 


h a? d® 
Av (pr +0e) = 0. (76.10) 


L'équation (76.9) est apparemment semblable à l'équation de la 
stabilité d’une plaque anisotrope élastique. 

2. Conditions aux limites. Si le bord de la plaque est encastré 
rigidement, on a alors tout le long de celui-ci: 


w=0, 0, 


où n est la direction de la normale au contour. 
Si le bord de la plaque est sur un appui simple, on a le long de 
ce bord: 
w—=0, ôM, = 0, 


où ÔôM, est l'accroissement du moment fléchissant sur le contour. 
Enfin, si le bord de la plaque.(par exemple z = const = a) 

est libre, le moment fléchissant 6M, et l'effort transversal (1) s’annu- 

lent le long de celui-ci: 

: oôM 

5Mx=0, 'Ns+ —% 


= 0. (76.11) 


Soulignons que les conditions aux limites (tout comme l'équa- 
tion différentielle elle-même) sont homogènes. 

3. Méthode énergétique. La détermination de la charge critique 
se réduit ainsi à la recherche des valeurs propres du problème. On 
peut chercher directement les solutions non triviales de l'équation 
différentielle (76.9). Dans la plupart des cas, il vaut mieux cependant 
partir de l'équation énergétique. On peut déduire cette dernière 
en passant de l'équation différentielle à l'énoncé variationnel cor- 
respondant. 

Il est aisé (identiquement au procédé de S. Timochenko [5] 
et de Billard [?]) de déduire directement l'équation énergétique 
en égalant le travail de la déformation de flexion au flambage au 
travail des efforts extérieurs le long des déplacements résultant du 
flambage. 

4. Flambage d’une bande rectangulaire comprimée. Considérons 
le problème du flambage d'une plaque rectangulaire longue, com- 
primée dans un sens (fig. 237). On a ici g = 0, et la plaque étant 


@) N,, N, sont les efforts tranchants: 
95M 96M 96ôM 
0ôM > + xu N.— xy + v. 


<a ôz ôy ? y ôx ôy 
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élongée (b © a), on peut supposer qu'il se réalise la forme cylindrique 
de perte de la stabilité, c.-à-d. w = w (x). Les extrémités x = 0 et 
x = a sont appuyées, c.-à-d. on a le long de celles-ci w = 0, Le =(. 

L'équation différentielle du 
flambage (76.9) prend la forme 


diw Poih d'w =0 


Ange + D de 


Fig. 237 


La pression critique, comme on le voit aisément, est égale à 
Ayy 
LOT ? 


P = Po 


où Po =? est la pression critique pour une bande élastique. 


Le facteur 
1 E 
Ayy LPC (+1) 7 
CRUE ETC EF: S": 
1% 4 VE ) 


Avec la diminution du module tangentiel (E’ — 0) la charge 


critique baisse de façon monotone jusqu’à la valeur LE Po qu’elle 


2 
prend sur le palier d'écoulement. Ainsi, contrairement au cas de la 
barre comprimée, il n’y a pas ici de perte totale de la stabilité 
sur le palier d'écoulement. 

5. Stabilité d’une plaque rectangulaire appuyée, comprimée dans 
un sens (fig. 238). Dans ce cas, g — 0 et les conditions aux limites 
ont la forme: 


pour z—=0 et r=a w—=0, 27 =0, 


pour y—0 et y=b w=0, F0. 
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On cherche la solution de l'équation différentielle du flambage 
(76.9) sous la forme ordinaire 
ny 


. mix …. 
W = Crn Sin —— Sin, (76.12) 


OÙ Cmn est une constante arbitraire, m et n des nombres entiers; 
on voit aisément que les conditions aux limites sont satisfaites. 
Portant (76.12) dans l'équation (76.9), on obtient : 


{6 Ça (2) 42000 40) (5) +40 (1 
4e (2) -0 


La solution recherchée étant non triviale, l'expression figurant 
à l’intérieur des accolades doit être nulle; alors 


Re Au (2) + 20 — ve — 42) (+)° + 


n \4 a \2 
+ée(s) (Gr) ] 
Il est facile de voir que w, — vw, — À,, > 0 et que, en consé- 
quence, tous les termes sont positifs; pour la recherche de p mini- 
mum, il faut poser r = { (c.-à-d. que dans la direction des y il 
y a toujours une demi-onde). On choisit le nombre m en fonction du 


rapport + et des coefficients de l'équation de manière que p soit 


P= 


minimum. 


6. Considérations finales. Comme nous l'avons déjà noté, on partira de 
'énoncé énergétique et on cherchera la charge critique par la méthode de Ritz 
pour considérer des problèmes plus complexes. 

L'image qualitative de la frontière de la stabilité des plaques que l'on 
tire de la théorie exposée est juste; cependant, les valeurs théoriques des char- 

critiques diffèrent parfois sensiblement des résultats expérimentaux. 11 est 

a noter que ces derniers s'accordent mieux avec les résultats des travaux de 
Billard [*] et de Stowell dans lesquels on applique les équations de la théorie 
des déformations et où l'on suppose que seule une déformation plastique se 
produit quand la stabilité disparaît. 

La divergence susmentionnée s'explique probablement par l'influence des 
déviations constatées par rapport à la forme parfaite. 1l est notoire que, même 
pour les plaques et les coques élastiques, la théorie classique de la stabilité 
conduit à des résultats qui s’écartent des données expérimentales. En déforma- 
tions plastiques, l'influence des déplacements finis, changements de géomé- 
trie, deviations du matériau et des conditions aux limites sur la charge critique 
augmente nettement. Pour obtenir des résultats quantitatifs plus satisfaisants, 
l'analyse laborieuse de la déformation des plaques en présence des perturba- 
tions initiales est vraisemblablement inévitable. 

Les publications relatives à la stabilité des plaques et des coques au-delà 
de la limite élastique sont très nombreuses. Nous indiquerons ici les livres de 
A. Volmir et de S. Timochenko et les aperçus [%3,%5] dans lesquels le lecteur 
trouvera les références nécessaires. 
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Exercices du chapitre X 


à Calculer le module réduit E, pour une section circulaire, 
. Déduire l'équation différentielle du flambage (pour la charge critique 
intétour) 


La (4—1} 
ET sen ? 


d'une bande console fléchie par une force P appliquée au centre de gravité de la 
section d'extrémité { — 1 (on pose 5: = , n = Pl 

3. Déduire l'équation différentielle du flambage (pour la charge critique 
inférieure) 


dy A), 
ne TU TE Lo 


d'une bande console fléchie par une charge Q/1, uniformément répartie le long 
de l’axe (ici p= DUR —— où Q est la totalité de la charge). 
4. Montrer que, pour la condition d'incompressibilité | v = 5) l'équation 
différentielle du flambage d'une plaque, comprimée dans la direction des zx, 
prend la forme 


Ayy dWw ph 


wi Ôrt “ans 70 Fe ester D FD æ 0 


CHAPITRE XI 


PROBLÈMES DYNAMIQUES 


77. PROPAGATION DES ONDES ÉLASTO-PLASTIQUES DANS LES BARRES 


1. Généralités. L'action des charges appliquées brusquement à 
un corps ne se propage pas instantanément, mais se transmet d’un 
point à l’autre par ondulations. 

Jusqu'à tout récemment, les études ne portaient que sur le mou- 
vement des ondes élastiques, c.-à-d. sur la propagation des perturba- 
tions dans le milieuélastique; la théorie dynamique de l'élasti- 
cité a des applications importantes dans la sismologie et la technique. 

Dès la fin de la Seconde Guerre Mondiale, un intérêt considérable 
est porté sur les questions de la propagation des perturbations dans 
le milieu élasto-plastique, et ceci pour les raisons sui- 
vantes. Tout chargement de choc plus ou moins intense s’accompa- 
gne de déformation plastique. Le problème de la résistance de diffé- 
rentes machines et constructions, éprouvant des chocs (ou soumises à 
l'effet des explosions), ne peut être étudié que si l’on arrive à com- 
prendre clairement les lois de la propagation des déformations élasto- 
plastiques précédant la rupture. D'autre part, les milieux réels (par 
exemple en sismologie) n'étant jamais tout à fait élastiques, il devient 
indispensable de tenir compte de l'influence des propriétés plasti- 
ques. Finalement, les problèmes dynamiques peuvent acquérir une 
certaine importance dans l'analyse desfprocédés technologiques 
rapides du traitement des métaux. 

Les premiers problèmes relatifs à la propagation des ondes élasto-plastiques 
de compression (de traction) dans une barre furent envisagés par Kh. Rakhma- 
touline [2], T. Karman et P. Duwez [1%], et par G. Taylor [1°]. Différentes 
généralisations de ce problème furent étudiées par Kh. Rakhmatouline [24], 


G. Chapiro [1%], V. Sokolovski, etc. Des renvois détaillés peuvent être trouvés 
dans les livres ([31,24,50] et dans les aperçus [%,70,74] .: 


2. Hypothèses principales. Considérons le problème relatif à la 
propagation des ondes dans une barre prismatique longue dont l’axe 
se confond avec l'axe des r. Dans nos raisonnements, nous parti- 
rons des hypothèses principales suivantes. 

1) Lorsque la barre se déforme, ses sections transversales restent 
planes et normales à l’axe des x. 
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2) Les déformations sont petites, par conséquent, on peut négliger 
les variations des dimensions de la barre. 

3) On peut négliger les forces d'inertie correspondant au mou- 
vement des particules de la barre dans les directions transversales 
(par suite du rétrécissement ou de l'élargissement de la section). 

4) On peut négliger l'influence de la vitesse de déformation sur 
la courbe du rapport entre la contrainte ©, et la déformation e.. 

Le problème envisagé dans le présent paragraphe étant un pro- 
blème  unidimensionnel, nous 
conviendrons d’écrire respective- 
ment ©, &, u, v au lieu de o,, €, 
Us Uxe 

L'allongement relatif e et la 
contrainte © sont répartis uni- 
formément sur la section. Jusqu'à 
la limite élastique le matériau 
obéit à la loi de Hooke 


o = Ee pour |e| < &o, (77.1) 


où Æ est le module d’Young, 
et Oo, & correspondent à la li- 
mite élastique (fig. 239, a). Nous 6) 

supposons que la courbe de com- H 


[l 
pression est analogue à la courbe CC : 
de traction. La décharge se fait Fe & 
suivant une droite. En accord : 
avec les résultats expérimentaux, Fig. 239 


nous supposons que la branche 

de chargement (pour o >0) a sa concavité dirigée vers le bas, 
l'angle de pente de la tangente étant une fonction décroissante 
de la déformation: 


0<T<E pour |e|>&€o. 


Dans les problèmes dynamiques, les vitesses de déformation 
sont grandes et peuvent exercer une influence notable sur la courbe 
de déformation. La relation adoptée o = © (e) entre la contrainte 
et la déformation n'est donc que la première approximation, et elle 
se rapporte à une certaine vitesse de déformation moyenne dans 
l'intervalle donné. Il convient d’envisager le modèle élasto-visco- 
plastique du milieu pour tenir compte de l'influence de la vitesse 
de déformation (cf. chapitre XII). 

3. Equation du mouvement. Des équations différentielles de 
mouvement du milieu continu (4.1) on tire: 

Cu Eu 


x Pa 


(77.2) 
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La densité p Æ const par suite de la petitesse de la déformation. 
Etant donné que 


ôc do de de du 


“6x de 0° Ôr ôr 


on obtient: 
d® du L 12 
= ge (77.3) 
où la grandeur 
DAT I de. 
rs p “de 


est appelée vitesse locale de propagation des perturbations (« vitesse 
locale du son »). 


Dans le domaine élastique, la vitesse de propagation est cons- 


= = do. 


Dans le domaine plastique, la vitesse de propagation diminue 
avec la croissance de la déformation (fig. 239, b). 

Il est commode de remplacer l’équation du second ordre (77.3) 
par un système de deux équations différentielles du premier ordre 


CC 
D do D de (PT) 
pour les fonctions &, v, où v est la vitesse des particules. Il est facile 
de s’assurer que ce système est du type hyperbolique (cf. Appendice). 
Soient des fonctions v et & définies le long d’une ligne ZL quelcon- 
que. Ajoutant, comme toujours, les relations 


de= © dt + dr, 
do = À dt + © + dr 


on obtient le long de L un système de quatre équations algébriques 
de de d& dv 


linéaires par rapport aux dérivées premières Dr? DV D D 


et l’on trouve: 


où A est le déterminant du système, et A,, ..., A, les numérateurs 
appropriés. Il est aisé de voir que 


A = dr? — ad. 


1 
sn 
— 
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Si L est une ligne caractéristique. le long de cette ligne les dérivées 
sont indéterminées, c.-à-d. A—=0, A, = A, = A, = A, = 
Par conséquent, 


dr + a dt =0. 


Les conditions de nullité des numérateurs conduisent mainte- 
nant aux relations 


a de + dv = 0. 
Introduisons la fonction 


q(e) = | a (E) de. (77.5) 
0 


On a alors: 
d{v +  (e)] = 0. 


Ainsi, le système d'équations différentielles envisagé a deux fa- 
milles différentes de caractéristiques réelles: 


dr — adt = 0, : 
vu —  (e) = const = Ë, } (HE) 
dx +adt =0, 
v + op (e) = const = n, } (17.7) 


c.-à-d. qu’il se rapporte au type hyperbolique. La grandeur a est 
la vitesse de propagation des perturbations. 

La solution du système (77.4), possédant dans un domaine x, t 
quelconque des dérivées premières continues, sera appelée par 
convention onde. Les relations (77.6) se rapportent à l'onde directe 
(qui se propage dans la direction des zx positifs) et les relations (77.7), 
à l'onde inverse. 

Le point de séparation de deux ondes, se déplaçant avec le temps 
le long de la barre, est appelé front. Il sera représenté sous forme 
d’une ligne quelconque sur le plan x, 1. 

Le front présentera une faible discontinuité si les grandeurs &, 
v sont continues et leurs dérivées premières sont discontinues. 

Le front présentera une forte discontinuité si les fonctions e, v 
elles-mêmes sont discontinues. On appelle de telles ondes ondes 
discontinues ou ondes de choc. 

Les premières relations de (77.6) et (77.7) définissent les lois de 
propagation des perturbations, les secondes relient les vitesses et 
les déformations des particules sur les caractéristiques. 

4. Chargement de choc d’une barre semi-infinie. Considérons 
une barre semi-infinie x => 0 se trouvant dans l’état de repos pour 
t = 0. Soient des perturbations quelconques appliquées à l'extré- 
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mité x = 0 de la barre pour t{ > 0, et qui peuvent être de type dif- 
férent. Par exemple, on peut définir sur l'extrémité x = 0 de la 
barre la vitesse 

vu = v (+) 
ou la contrainte 

oO = © (t). 


Si un corps de masse m et de vitesse initiale v, heurte la barre à 
son extrémité, on a alors: 
m = 08 pour z=0, 
E 
où S est l’aire de la section de la barre, 
avec v = v, pour { = (0. 

Le chargement de choc présente de l’inté- 
rêt lorsqu’une contrainte finie quelconque o, 
ou, ce qui revient au même, une défor- 

Fig. 240 mation quelconque æe, est brusquement 
appliquée à l'extrémité x = 0 de la barre. 

Nous nous bornerons à envisager le problème essentiel suivant: 
au moment { = 0, une traction 6, est communiquée à l'extrémité 
de la barre et cette traction est maintenue constante (fig. 240) pen- 
dant un certain intervalle de temps 0 < {<< t,. La charge est tota- 
lement enlevée au moment £ = 1#,. Ainsi, les conditions initiales 
et les conditions aux limites ont la forme 


pour t—0 u(z, t)}=0 (z>0) 
ôu 


De D NE) 
pour z—0 o—const—0o, (0LE< th) 
c—=0 > t4). 


5. Propagation de l'onde élastique. Lorsque 0, < 00 les défor- 
mations dans la barre seront élastiques, la vitesse de l’onde est alors 
constante (a — a) et l'équation (77.3) passe à l’équation des ondes 
classique. Sa solution sous la forme de d’Alembert se présente comme 
suit : 


u = f(x — aot) + vd (x + &ot), 


où f, sont des fonctions arbitraires, déterminées par des données 
initiales et aux limites. Dans le plan x, t les caractéristiques 


z — at = const, zx + avt — const 


représentent des familles de droites parallèles. 
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Quand un choc se produit, le long de la barre commence à se 
propager une onde directe 
u = f (x — æit). 
ôêu 1 


Mais lorsque zx = 0, on a a f (—@ot) = 8, où €, = + Ge. 


Il en découle que f (£) = e,6 + C, c.-à-d. 
u = €, (x — &ot) + C. 


Etant donné que le déplacement est continu sur le front de l’onde, 
on a alors u = 0 pour x = at, c.-à-d. C — 0, et la solution sera: 


u =, (7 — @t). 


Nous avons l’image suivante dans le plan x, # (fig. 241, a). Au- 
dessous du front x = at se trouve un domaine de repos; sur le 


e 
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” dû F } 
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fu 

of ee SR ie ei mp er EN LN <) [/4 

Lt 
T2xr’ 


Fig. 241 


front la discontinuité affecte la déformation e, la contrainte © et la 
vitesse des particules v. Au moment £’ fixé, la distribution des défor- 
mations, des vitesses vet des déplacements u est montrée sur la figure 
241. b; les particules de la barre, se trouvant au repos avant l’arrivée 
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du front de l’onde. acquièrent une vitesse constante —e,a (de sens 
inverse au mouvement de l'onde) après le passage de celui-ci. Le 
déplacement accroît linéairement avec l'éloignement du front. 

Au moment { = 1,, l'extrémité de la barre se décharge (choc 
de décharge) ; le front de l’onde de décharge se propage vers la droite 
à la vitesse a,, laissant après son passage l’état de repos € — 0, 
6 = 0,v —=0,u = const = u.. 

La déformation de la barre au moment {” => 1f, est montrée sur 
la figure 241, c. L'image du changement de l’état avec le temps 
en un point quelconque x — x’ est représentée sur la figure 241, d. 

6. Transformation des équations, ondes simples. Examinons main- 
tenant la propagation des ondes élasto-plastiques. Lorsque ©, > 0. 
la vitesse de l'onde est variable, la déformation plus grande se pro- 
pageant avec une vitesse plus petite; l'onde « s'évanouit » avec 
le temps. 

Le système d'équations différentielles non linéaires (77.4) 
est réductible et se transforme de manière analogue aux équations 
du problème plan (cf. paragraphe 33). 

Prenant £, n pour des fonctions nouvelles, on obtient : 


dë CE ôn ©, ôn _ 2e 
ot +a 2x = 0, 7H a = 0, (77.8) 


Ce système est linéarisé par inversion des variables ; lorsque le 
jacobien est différent de zéro 


on trouve aisément le système canonique: 


Se, & 

on ôn 

Le système canonique n'est pas équivalent aux équations initia- 
les (77.8) du fait que. à l’inversion des variables, se perdent les 
solutions pour lesquelles A (£, n) — 0. Ces solutions, jouant un 
rôle important, peuvent être trouvées directement. A l’aide de 


(77.8) on obtient : 


) Led 
=0, te =0. (77.9) 


_9, 0 ôn ___2 dŒ ôn _ 
RE Dane on 0 


d’où il résulte que les solutions perdues ont la forme: 

4) E = const = E,, n = const — Mo, 

2) n = const = Mo, 

3) Ë = const = E,. 

Dans le premier cas, il découle de (77.8) que v — const, e = const, 
c.-à-d. que l’on aura un état de déformation constante et de vitesse 
constante (état de repos en particulier). 
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Dans le second cas, une des équations (77.8) est satisfaite. car 
n = o et l’autre, après le changement E — n, — 2 (e). prend 
la forme 


ôe de 
or Fée 0 


Les équations différentielles des caractéristiques 


ont des intégrales évidentes 
e=C, zr—at=C., 
où C; et C, sont des constantes arbitraires. La solution du système 
d'équations initial est 
n=p(e)+v=nm zr—at=O(e), 


où ® est une fonction arbitraire. Donc, les caractéristiques sont 
rectilignes, et la déformation, la contrainte et la vitesse des parti- 
cules sont constantes le long de chacune d’entre 
elles. 

L'onde centrée pour laquelle les caractéristi- 
ques droites sont issues d’un centre © quelcon- 
que (fig. 242) est un cas particulier important. 

Le troisième cas (E — const) est analogue au 
second à cette différence près que l'onde se dé- 
place ici dans le sens inverse. 

Les solutions exposées sont appelées ondes | 
simples et sont représentées sur le plan £, n par Fig. 242 
des points (pour le domaine des valeurs constan- 
tes) ou par des segments de droite. Tout comme dans le cas de la 
déformation plane (paragraphe 33), on établit facilement le théo- 
rème important: l’onde simple est toujours contiguë au domaine des 
valeurs constantes (en particulier, au domaine de repos). 

7. Propagation de l'onde de chargement élasto-plastique. Lorsqu'un 
choc est appliqué à l’extrémité de la barre, une onde simple de 
traction v + œq (£) = 1, commencera à se propager dans la barre; 
un état de repos étant en aval de l’onde, on a donc n, = 0 et 


v +(e) = 0. 

Les diverses déformations se propageront à des vitesses diffé- 
rentes : les déformations élastiques à une vitesse maximale a, et les 
déformations au-delà de la limite élastique, à des vitesses plus peti- 
tes. Sur le front de l’onde x — açt = 0 (fig. 243, a), la déformation 
subit un saut de zéro à &, et la vitesse des particules, de zéro à & — 
= —® (80) = —ap80. Aussitôt après vient l’onde centrée de traction 


v+p(e) =0, r—at=0, 
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qui est caractérisée sur le plan x, t par un faisceau de caractéristiques 
droites, issues de l’origine des coordonnées, et qui est appelée par- 
fois onde de Riemann. La vitesse de propagation de la déformation 
est constante le long de chaque rayon ; cette vitesse diminue évidem- 
ment lorsque l’on passe aux caractéristiques de pente plus accusée. 


Fig. 243 


Dès que la déformation maximale &, est atteinte, l'état est fixé 
et une perturbation constante €, se propage plus loin à partir de 
l'extrémité de la barre à une vitesse minimale a (e ). 

Si l’on observe l’état en un port fixe x = x’ “ig. 243, c), on a 


ME un état de repos pour { << = ; le front de l'onde arrive au moment 


t = —; la déformation e, la contrainte o et la vitesse v subissent 
le saut décrit précédemment ; ensuite, la déformation A appa- 
raît et croît progressivement dans l'intervalle de temps + — "ES t< 


< go) ; cette dernière atteint sa valeur maximale au He t — 


= = en j Pour ne plus changer ensuite. La distribution des déforma- 


tions et des déplacements le long de la barre en un moment #’ quel- 
conque est montrée sur la figure 243, b. 
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Nous ferons deux remarques pour conclure. Primo, l'image décri- 
te de la déformation n'est vraie que jusqu’au moment où commence à 
se manifester la décharge ; secundo, on a étudié ici la propagation de 
l'onde de traction; pour un choc de compression, les signes de la 
déformation €, de la vitesse v et du déplacement w seront inversés. 

8. Onde de décharge. Au moment + = {;, une nouvelle onde dite 
onde de décharge commence à se propager dans la direction des x 

ositifs. 

: Dans le domaine de décharge, les différences des contraintes et 
des déformations sont liées par la loi de Hooke 


| o—on—E£E(e —e), (77.10) 


OÙ Om» Em Sont les valeurs de la contrainte et de la déformation, 
atteintes dans la section donnée de la barre vers le moment du début 
de la décharge (fig. 239, a); ces grandeurs sont les fonctions incon- 
nues de zx. Portant (77.10) 


dans l'équation du mouve- 16 
ment (77.2), on obtient: 1 Ex 
3x |. - 
me 2e = —-- < 
TE Ge + Ÿ (x), S 
û cv 
où es 
1 9 ! 
Y(x)=— 7 (0m — Em) i 
p dr 
— g 


est inconnue. 
Il importe de construire ; Fig. 244 
pour cette équation une so- 
lution telle qu’elle s'accorde avec la solution de l'équation diffé- 
rentielle du chargement (77.3) ; la frontière de séparation des solu- 
tions n’est pas connue d'avance. Nous passerons sans nous arrêter 
sur ce problème aux limites particulier (cf. (2*]) car on n’en a pas 
besoin pour le cas simple envisagé de la décharge de choc. 
Montrons que l'onde de décharge se déplace à la vitesse de l'onde 
élastique a. Considérons les conditions cinématique et dynamique 
de compatibilité sur le front de l’onde de décharge. Au passage du 
front la contrainte et la déformation subissent des discontinuités 


0+ — 6_ = (ol. 
Et — E_ — [el], 


où 0, e+, 6. e- sont les valeurs de ©, € en aval et en amont du 
front (fig. 244) qui se déplace à une vitesse g quelconque. Conformé- 
ment à la loi de Hooke 

{ol = E (el. (77.11) 


26—0653 
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La condition de continuité du déplacement (condition de compa- 
tibilité cinématique) doit être vérifiée sur le front de l’onde. Considé- 
rons l'élément d’une barre de longueur Az (avant le passage de 
l'onde de décharge) ; la longueur de cet élément après le passage du 
front sera: 


Axz=Az—(e,—e_) Az. 
D'autre part (Æ est le temps que met l'onde à parcourirfle’segment 
Az), 

az= Az+(v,—v.) À. 


Les discontinuités de la déformation et de la vitesse des particules 
de la barre sont donc liées par la relation 


— [ol = g [el. (77.12) 


Ensuite, la variation du mouvement de l'élément Az lors du 
passage de l'onde de décharge doit obéir aux lois de la dynamique 
(condition de compatibilité dynamique) ; suivant le théorème sur la 
quantité de mouvement: ° 


— pAz [v] = [0] _— | (77.43) 


Eliminant de cette relation les discontinuités [ul], [o] à l'aide de 
(77.11), (77.12), on trouve que l'onde de décharge se propage à la 
vitesse de l’onde élastique : 


g=V Eu. 


Noterons que la théorie générale des conditions de compatibilité cinéma- 
nique et dynamiques et ses applications à la propagation des ondes dans les 
milieu x élastique et plastique sont exposées dans le livre de T. Thomas [‘1]. 


"9. ‘Déformation résiduelle. La déformation résiduelle est cal- 
culée sur la base de la relation (77.11); la charge étant totalement 
enlevée, on a o- — 0. Mais alors la déformation résiduelle est égale à 


E_ = LDH 


Le front de l’onde de décharge, qui se déplace à la vitesse maxi- 
male a,, devance les ondes simples; les plus lentes de ces ondes 
étant associées aux déformations plastiques maximales, la valeur 
de la déformation résiduelle diminue en amont du front au fur et à 
mesure de la propagation de l'onde de décharge le long de la barre. 

Dans le plan x, t, cette image se présente comme suit (fig. 245). 
La distance entre le front de charge et celui de décharge, qui se 
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déplacent à une vitesse constante a,, est constante (fig. 245, a). 
Les ondes simples (éventail sur la figure 245) « s'atténuent » de’plus 
en plus avec le temps et, par suite, il y a de moins en moins de défor- 
mations plastiques sur le segment entre les fronts. Ainsi, la défor- 
mation résiduelle tend vers zéro au fur et à mesure que l’on s'éloigne 
de l’extrémité de la barre (fig. 245, c). 

Les conclusions théoriques sont confirmées de manière satis- 
faisante par les résultats expérimentaux [2 50, 6, %0, 7%] Remarquons 


Fig. 245 Fig. 246 


que la supposition sur la petitesse des déformations n’est pas essen- 
tielle. Les calculs relatifs à la géométrie de la barre déformée au 
choc concordent bien avec les résultats expérimentaux (fig. 246). 


78. SCHEMA D'UN CORPS RIGIDE-PLASTIQUE 
DANS LES PROBLÈMES DYNAMIQUES. 
QUELQUES THÉORÈMES ÉNERGÉTIQUES 


1. Sur le schéma du corps rigide-plastique dans les problèmes 
dynamiques. S'il est admissible de négliger l'influence de la vitesse 
de déformation, la relation entre la contrainte et la déformation 
peut être représentée conventionnellement par la courbe 0-e, 
montrée sur la figure 247, a; le segment initial linéaire est élastique. 
Lorsque les déformations plastiques sont considérables, on peut 
négliger les déformations élastiques, c.-à-d. comme pour les pro- 


26* 
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blèmes de la statique, partir du schéma du corps rigide-plastique. 
On vient alors à la courbe montrée sur la figure 247, b. Si l'écrouis- 
sage est négligeable, il est rationnel de partir du schéma du corps 
rigide-plastique parfait (fig. 247, c). 

Le fait de négliger les déformations élastiques simplifie notable- 
ment la solution et permet d'obtenir des résultats simples dans une 
série de problèmes dynamiques. 

Le schéma rigide-plastique est valable si le travail plastique est 
sensiblement plus grand (disons d'un ordre de grandeur) que l'énergie 
élastique. Cette condition découle des solutions de certains problèmes 


Le] S 
% 
€ € 
0 (4) 
a) 6) 


Fig. 247 


dynamiques élasto-plastiques. Il va de soi qu’une estimation rigou- 
reuse du travail plastique et de l’énergie élastique sur la base des 
données initiales du problème est pratiquement impossible. Cepen- 
dant, les particularités du problème envisagé permettent d'habitude 
de voir s’il est possible de négliger la déformation élastique. Par 
exemple, si l’on a besoin de déterminer les changements plastiques 
considérables de la géométrie du corps résultant d'un choc, on peut 
généralement exclure les déformations élastiques de l'examen. Un 
exemple d’un autre type est le problème relatif à une forte explo- 
sion (sphérique) dans un milieu élasto-plastique; bien qu'ici le 
travail plastique puisse dépasser de beaucoup l’énergie élastique, 
on doit néanmoins tenir compte des déformations élastiques s'il 
y a licu de connaître l'intensité des ondes élastiques obtenues à 
l'explosion. 

Le schéma rigide-plastique est devenu d’une application courante 
dans les problèmes relatifs à l'effet de la charge impulsive sur les 
poutres, plaques circulaires, coques qui sont d’un intérêt pratique 
considérable. Ainsi, la poutre reste rigide tant que le moment flé- 
chissant M n'a pas atteint la valeur limite 47,. Par la suite, des 
articulations plastiques (ou zones plastiques), dans lesquelles 
[M] = const — M, (fig. 248), se forment dans la poutre. Etudiant 
le mouvement des portions rigides et plastiques de la poutre, compte 
tenu des conditions à leurs frontières, on peut déterminer les défor- 
mations résiduelles de la poutre et la durée de la déformation. La 


78.] SCHÉMA D'UN CORPS RIGIDE-PLASTIQUE 405 


simplicité relative des équations du mouvement de la poutre rigide- 
plastique permet de déterminer les petits fléchissements aussi bien 
que les fléchissements importants de celle-ci. 

Cependant. il ne faut pas oublier que l'application du schéma 
rigide-plastique dans les problèmes dynamiques ne conduit en géné- 
ral qu’à une bonne concordance qualitative 
avec les résultats expérimentaux pour les M 
déplacements; pour ce qui est des diver- 
gences quantitatives, elles peuvent être Ms 
considérables. 

Les premières études relatives à l'application 
du schéma rigide-plastique dans les problèmes 0 Courbure 
dynamiques sont dues à A. Gvozdev (1943) et 
G. Taylor (1946). Le développement intense de 
cette direction commença un peu plus tard après 
la publication des travaux de E. Lec et P. Symonds 
(1952), W. Prager et I. Hopkins (1954) et d’autres 


auteurs sur la dynamique des poutres et plaques M] =, 
rigides-plastiques (cf. [51.135,164,185]), ” 


2. Quelques théorèmes énergétiques. Dans Fig. 248 


la dynamique du corps rigide-plastique, on 

n’a pas encore trouvé des théorèmes assez généraux qui permet- 
traient d'obtenir des estimations efficaces pour les solutions (de 
façon analogue aux théorèmes relatifs à la charge limite, chapitre 
VIID). Quelques théorèmes simples de caractère particulier ont 
été récemment établis par J. Martin [1°]. 

Soient, au moment initial £ — Ü, cv? les vitesses connues des 
points du corps rigide-plastique envisagé: lorsque {> 0, seront 
nulles sur la surface du corps soit les forces de surface X,,;, soit les 
vitesses v;. La configuration du corps est supposée peu variable à 
la déformation; les forces massiques ne sont pas considérées pour 
des raisons de simplicité. 

Pour les hypothèses avancées, on connaît l'énergie cinétique 
initiale du corps, qui lors du mouvement ultérieur est totalement 
dépensée pour la déformation plastique de ce corps étant donné 
que les forces extérieures ne produisent aucun travail pour { > 0. 
Ïl est naturel que le mouvement cesse à un certain moment ? = f. 

Théorème 1. Le temps de la déformation t a une frontière 
inférieure 

; Ÿpctr; dV 
7 [otai;ar 


(78.1) 


où p est la densité du corps, vi le champ de vitesses cinématiquement 
admissible indépendant du temps, o*; sont les contraintes, détermi- 
nées d’après les vitesses de déformation E:; conformément à la loi 
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associative de l'écoulement plastique (cf. paragraphe 16) 


_9s"0f - 
Eye 1>0, | 
où / (c;5) — K = 0 est l'équation de la surface d'écoulement. 

Désignons par D’ la puissance de la déformation plastique ciné- 
matiquement possible, qui figure dans le dénominateur du second 
membre de (78.1). 

Démonstration. Conformément à l'équation générale 
de la mécanique, on a (le point désigne la dérivée par rapport au 
temps) : 


f (— pu) vi dv = ILTE dv, 


où Ojfs D, sont les contraintes et les accélérations réelles. En vertu 
du principe local du maximum (0%; — o;j) Ei; > O (cf. paragra- 
phes 64, 65), donc 


| Obs dV < [ot dv =D". 
Ainsi, 
f (— pi) vi dV < D”. 


Intégrant cette inégalité par rapport au temps de =0àt=#, 
on trouve: 


[ — l'ovvi av | <iD'. 
Tenant compte des valeurs initiales de v; et supposant », |, = 0, 
on aboutit à l'inégalité (78.1). 


Théorème 2. Pour les déplacements superficiels u, durant 
le temps de la déformation est valable l'estimation supérieure 


[ Xnue as < | put a, (18.2) 


où Xh1 sont des efforts indépendants du temps et correspondant à 
l’état de contrainte d'écoulement statiquement possible oi; (cf. 
paragraphe 64,5), c.-à-d. f (oi;) — K & 0. 

Démonstration. Conformément à l'équation générale 
de la mécanique, on a: 


( (— Ev:) vi dV = [ OujEi; dV. 
Suivant le principe local du maximum 


Î ob dv>| oitr;dV. 
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Mais en vertu de (64.6) 
\ obus dV = | Xi dS. 


Par conséquent, 
+ | Hotav > (x iv: dS. 


Intégrant cette inégalité par rapport au temps det—0àt=1t 
et tenant compte du fait que u; = 0 et v, = v? pour t = 0, et u; — 


= u;, v; = 0 pour t{ = t, on aboutit à l'inégalité recherchée. 

On peut sans peine énoncer les théorèmes cités en termes de for- 
ces et déplacements généralisés, ce qui est commode pour la consi- 
dération des barres, pla- 
ques et enveloppes. 

La comparaison des esti- 
mations obtenues d’après 
les théorèmes de Martin et 
de quelques résultats précis 
montre que le temps de la 


déformation t est défini 
avec une petite erreur; 
quant à l'estimation des 
déplacements, elle est sen- Fig. 249 

siblement majorée. 

Le point le plus faible des théorèmes démontrés est l'hypothèse 
de la petitesse des changements de la forme du corps, qui s'accorde 
mal avec les conditions d'applicabilité du schéma du corps rigide- 
plastique dans les problèmes dynamiques. 

3. Exemple. Soit une poutre simplement appuyée (fig. 249, a) 
qui, au moment #{ = 0, subit l’action d’une charge impulsive commu- 
niquant à toutes les sections de la poutre une vitesse initiale cons- 
tante v,. Prenons comme champ cinématiquement admissible de 
vitesse indépendant du temps la distribution triangulaire montrée 
sur la figure 249, b. On a alors une articulation plastique au milieu 
de la poutre dont chaque moitié pivote comme un solide par rapport à 
l'appui à la vitesse angulaire w. Ce qui donne alors v’ — wx, et 
D' — 2M,o. Il est aisé de voir que 


( fpuivi dV =2 | ‘Mmv@z dr = mvol?0, 


où m est la masse d’une unité de longueur de Ja poutre. Conformé- 
ment à l'inégalité (78.1), on obtient : 


_ 14] 
> (78.3) 
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ce qui coïncide avec la valeur exacte trouvée par P. Symonds. Cal- 
culons ensuite le second membre de l'inégalité (78.2) 


D] 


! 
| UE dv —2 f Te dr = mlvs. 
0 
Prenons comme charge statiquement possible l'effort concentré 
P' appliqué au milieu de la poutre et correspondant à son état limite, 


c.-à-d. P' — TM. I résule alors de (78.2) l’estimation pour la 


flèche 4 au milieu de la poutre 


= 1 mlvé Dé 
CE QE nier PE (78.4) 
Cette estimation est une fois et demie supérieure à la valeur 
précise. 


4. Considérations finales. Les théorèmes exposés ont été étendus par 
J. Martin aux corps présentant un écrouissage et une viscosité. 

Dans l'étude de V. Tamouj [#1] récemment publiée, il est montré que 
les accélérations réelles minimisent une certaine fonctionnelle. Ce principe 
peut être appliqué en particulier pour obtenir des solutions approchées; cf. 
également [1%]. 


79. CHOC LONGITUDINAL 
D'UNE BARRE RIGIDE-PLASTIQUE 
CONTRE UN OBSTACLE FIXE 


Considérons, à la suite de Taylor [#1], le problème relatif au 
choc normal d'une barre cylindrique (de longueur initiale /,), se 
déplaçant à la vitesse initiale v,, contre 
un obstacle indéformable fixe. Soit la 
courbe conventionnelle connue de la 
compression statique uniaxiale d'un cy- 
lindre o — 6 (£), où ©, € sont la con- 
trainte et la déformation rapportées res- 
pectivement à l'aire initiale F, et à la 
longueur initiale !, (fig. 247, a); négli- 
geant les déformations élastiques. on 
obtient la courbe montrée sur la figure 
247, b; l'écoulement plastique commence 

Fig. 250 alors pour la valeur o — o&, («limite 
d'écoulement »). 

Supposons que le front d’onde de la déformation plastique se 
propage à partir de l’obstacle fixe à la vitesse g en laissant en amont 
un matériau en repos; à droite du front le matériau est rigide et se 
déplace comme un solide (fig. 250) à une vitesse décroissante v. 
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L'’aire de la section transversale et la contrainte changent par saut 
sur le front : on a F, et ©: en aval du front (car le matériau devient 
y devient presque plastique), et F et o en amont. 
I1 découle de l’équation d’incompressibilité que 
gF = (v + 8) Fo (79.1) 
La déformation en amont du front peut être évaluée comme suit : 
en une unité de temps une colonne de la partie non déformée de 
longueur v + g se transforme en une colonne du matériau déformé 
de longueur g. La déformation relative de la compression sera alors 


ES Pme Lu 12 e, (79.2) 


Soit k la longueur de la partie non déformée de l’éprouvette au 
moment {; il est évident que 


dh a" 
— 7 =v+e. (79.3) 


Lorsque le front de l’onde passe par l'élément de la barre dr — 
— —dt (v + g), la vitesse de cette dernière s’annule. D'après Île 
théorème de la quantité de mouvement 


Fo (© + g) dtev = F, (0 — 6s) dt, 
où p est la densité supposée invariable; de la sorte 
p (0 + g)v = 6 — 64. (79.4) 


Etablissons l'équation du mouvement de la partie non déformée 
de la barre; cette partie ayant une longueur variable k et. par 
conséquent, une masse variable, il convient d'ajouter dans le 
second membre de l’équation 


PRFo = P 


la force de réaction de la masse séparée aux forces appliquées. Mais 
le matériau de la barre devenant presque plastique en aval du front 
de l’onde, on peut donc considérer que la « force sommaire» P 
atteint la valeur — 0,F,. Ainsi, l'équation du mouvement de la 
partie non déformée de la barre a la forme 


ph = —0,. (79.5) 
Il résulte de (79.2) et (79.3): 
dt=—=dh, 
vU 
et l’on obtient de (79.5) en multipliant par v: 
+ d (pv?) = osed (In À). 
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Mais. en vertu de (79.2) et (79.4), on a: 


pu? = e (0 — 03). (79.6) 
Donc. 
d[e(o—o,)] —20,ed (Ink). 
D'où, pour les conditions initiales 


hkh=l, v—vsy E —e, pour t—0, 
on obtient: 


e 


het j ae (1)] | 


La valeur de &, est déterminée à partir de (79.6): 


PUS = E0(00— Os), Oo = 0 (20). 


La courbe © = 6 (£) étant connue, l'équation (79.7) définit 
alors la déformation résiduelle € en fonction de la longueur k. 

Conformément à (79.6), la vitesse v est trouvée comme une fonc- 
tion de het, d’après la relation (79.2), on trouve la vitesse du front 
de l'onde plastique g comme une fonction de hk. Finalement, la 
dépendance du temps est déterminée d’après l'équation (79.3). 
Calculée de la sorte la configuration de la barre déformée au choc 
s'accorde bien avec les résultats expérimentaux (fig. 246) et avec 
les calculs effectués suivant une théorie plus exacte qui tient compte 
de l’élasticité du matériau. 


80. FLEXION D'UNE POUTRE RIGIDE-PLASTIQUE 
SOUS L'ACTION D'UNE CHARGE IMPULSIVE 


1. Sur le schéma d’une poutre rigide-plastique. La poutre reste 
rigide tant que le moment fléchissant # n'’atteint pas sa valeur limi- 
te M. Des articulations plastiques fixes (stationnaires) ou mobiles 
(non stationnaires) (fig. 251, b) ou, enfin, des zones plastiques 
(fig. 251, c) peuvent alors prendre naissance. On aura, entre les 
articulations et les zones plastiques, des segments rigides pour 
lesquels | M|-< M,. Au cours du mouvement, la position des arti- 
culations et des zones plastiques est généralement sujette à des 
variations. Des charges dynamiques intenses conduisent souvent 
aux déformations considérables de la poutre. Il est naturel que les 
efforts longitudinaux qui peuvent apparaître en l'absence de dépla- 
cements des appuis, revêtent une importance particulière. Ci-après 


nous considérons les problèmes simples dans lesquels les efforts 
axiaux sont absents. 
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Le schéma rigide-plastique conduit dans les problèmes dynami- 
ques à des résultats satisfaisants si le travail plastique dépasse 
sensiblement (disons d’un ordre de grandeur) l'énergie élastique 


maximale de la poutre ie , où J est le moment d'inertie de la 


section transversale, ! la longueur de la poutre. Cette condition est 
vérifiée d'habitude pour des flexions 
plastiques sensibles de la poutre. | 
. Conditions de compatibilité ciné- SI 3 
matique. Dirigeons l'axe des x suivant | 
l'axe de la poutre et soit Z la lon- LR êt 
gueur (ou demi-longueur) de la poutre. | 
FRADErS les notations suivantes : | ne g 


a) 


6 — ., w—06,& sont respective- | a L 6) 


ment l'angle de pente de la tangente Ts, 
à l'axe de la poutre, la vitesse angu- 71 


laire et l'accélération angulaire ; v — 


c 
= u, v sont respectivement la vitesse | ) 


du fléchissement et son accélération. | 
Désignons ensuite par El la distance 
entre l'extrémité gauche de la poutre 

et l'articulation plastique (fig. 251, a) Fig. 251 
ou entre cette extrémité et la zone 


plastique (fig. 251, b); désignons par ne JE la vitesse à laquelle 
se déplace l’ articulation (ou à laquelle se propage la zone plastique). 
Nous conviendrons de marquer par l'indice — les valeurs situées à 
gauche de l'articulation (à gauche de la frontière de la zone plasti- 
que) et par l'indice + les valeurs situées à droite. 

Les conditions de compatibilité cinématique doivent être véri- 
fiées sur l'articulation (sur la frontière) x = LE. Ce sera avant tout 
la condition évidente de continuité du fléchissement : 


u_ = u+. (80.1) 
La dérivation de cette relation par rapport au temps donne: 
Ôu__  Ôôu_ dr êu, dz 


ee. 
A Tior dt à | &æ à 
ou 
v__— v4 = —g (0 — 0;). 

Ici le second membre est nul. En effet, on a g = 0 pour une arti- 
culation plastique immobile; si celle-ci se déplace à une vitesse 
finie, les sections voisines ne parviennent pas à tourner d'un angle 
fini durant l'instant que met l'articulation à franchir la section 
mentionnée. Ainsi donc, 


v_ = V4. (80.2) 
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Procédant maintenant à la dérivation de cette relation par rap- 
port au temps. on obtient: 


U_— D, = — g(w_— 4), (80.3) 


c.-à-d. que la discontinuité de l'accélération du fléchissement est 
proportionnelle à la discontinuité de la vitesse angulaire. 

3. Sur les équations du mouvement de la poutre rigide-plastique. 
L'analyse du mouvement de la poutre rigide-plastique est fondée 
Q sur l'examen conjoint des 

Se mouvements de ses parties 
a) rigides et plastiques. 

L'équation du mouvement 

des points de la zone plasti- 

a) que est simple. D'après la 


Sy À 6) condition d'écoulement. le 


moment fléchissant y est cons- 


EE tant (M — const — 1/,), 

g :— l'effort tranchant est donc 

Æ Le nl €) nul et l'équation du mouve- 
". € ment a la forme 


1 gl: tt" ARE 
mu—=q({z,t)}, (80.4) 


d) . - L 
ne — ? où aq (x, t) est la charge répar- 
tie. 


g>l2 ; 1% Il est également facile 
d'écrire l'équation du mou- 
Fig. 252 vement du tronçon rigide 


(fig. 251,c) pour une articu- 
lation immobile. Si l'articulation n’est pas stationnaire, la longueur 
du tronçon rigide (et par conséquent sa masse mËl) varie: il est 
donc nécessaire, en général, de tenir compte des forces réactives 
apparaissant par suite de la séparation des particules du corps (ou 
de l’adjonction des particules à celui-ci). On sait que ces forces 
sont proportionnelles à la différence des vitesses des particules et 
du corps. Dans le problème considéré du mouvement de la poutre 
rigide-plastique, cette différence, en vertu de (80.2), est nulle à la 
frontière. Donc, il n’y a pas de forces réactives complémentaires et, 
en général, on peut partir des énoncés ordinaires des lois de la 
mécanique. 

4. Exemple de la poutre sur appuis articulés soumise à une charge 
impulsive uniformément répartie. Considérons le mouvement d'une 
poutre sur appuis articulés (fig. 252, a) éprouvant l'action d'une 


charge uniformément répartie q — Q/21 du type explosif; cette der- 
nière agit dans l'intervalle du temps (0, t) durant lequel elle est 
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constante (fig. 253, a) ou décroft (fig. 253, b), et on suppose que 
t 
f Qdt>1Q (+). (80.5) 
0 


Introduisons le paramètre sans dimensions de la charge q — 
= QIM,. 

La poutre ne se déformera pas tant que le moment fléchissant 
maximal n'aura pas atteint {sa valeur limite A,. Cela aura lieu, 


a 12 
(A OX M 
4 M... | 
0 z 0 T É 


Fig. 253 Fig. 254 


comme il est aisé de le voir, pour la section moyenne de la poutre 
lorsque q = 4 = q,. Ainsi, la poutre reste rigide si la charge est 
faible (q < 4). 

Mouvement d'une poutre à charge moyenne (4 < q < 12). Lorsque 
la charge dépasse un peu gq:. les moitiés rigides de la poutre tournent 
sur les appuis (fig. 252, b) pour une articulation plastique fixe au 
milieu. L’équation de la rotation de la moitié gauche de la poutre 
a la forme 

ml3 © 

La charge atteignant instantanément la valeur maximale, les 

conditions initiales sont donc nulles, notamment : 


u = 0, © = 0 pour t = 0. (80.7) 


L'équation (80.6) garde sa signification tant que le moment flé- 
chissant dans la moitié rigide de la poutre n'excède nulle part 47,. 
Le moment fléchissant est défini par une charge uniformément 


répartie d'intensité Q/21, la charge d'inertie — muwzx et le moment 
limite 4, dans l'articulation. L’épure du moment fléchissant est 
montrée sur la figure 254 en ligne pleine pour des petites valeurs 
de l'accélération angulaire et en pointillé pour des grandes accélé- 
rations. Dans ce dernier cas, l'effort tranchant est négatif au voisi- 
nage de l’articulation, ce qui aura lieu, comme il est facile de le 


voir, pour mlw > Q/21. L’équation (80.6) est donc vraie pour 
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mlo << Q/21. En posant mlw — Q/21 dans l'équation (80.6). on 
trouvera la charge maximale g = 12 = q, au-dessous de laquelle le 
mouvement se réalise avec une articulation concentrée au milieu 
de la poutre. 

Intégrant l'équation (80.6), on obtient : 


t 
Hola (16= (at). (80.8) 
0 


Le mouvement cessera au moment { — {, quand s’annulera la 
vitesse angulaire; on aura alors: 


I (t) — 4t = 0. (80.9) 


Intégrant ensuite l'équation (80.8) et supposant { = £, on trou- 
ve la forme de la poutre déformée (point d’inflexion au milieu, 


fig. 252, b) définie par l'angle 8 — 0 (4): 


B= 3" de 
TH V=T ) LOd—<r(ÿ. (80.10) 
Pour l'impulsion rectangulaire (fig. 253, a), on aura: 
13 rt 3 n l 
Fr b= hat (m=$e<i2). (80.11) 


La flèche maximale est égale à u — 16. 

Mouvement de la poutre sous une charge importante (q > 12). 
Dans ce cas il se forme au chargement une zone plastique | x | > El 
(fig. 252, c) dans laquelle le moment fléchissant est constant. Dans 
des conditions déterminées, cette zone se réduit (cf. ci-après) en se 
contractant en un moment quelconque { = t’ à un point qui s’iden- 
tifie à l'articulation plastique au milieu. Lorsque t > t”, il se produit 
un mouvement avec une articulation fixe (fig. 252, d). 

Considérons le mouvement pour tt’. Dans la zone plastique, 
il est décrit par l'équation (80.4), avec la charge qg = Q/2I qui est 
indépendante de x; le tronçon plastique se déplace donc vers le 
bas sans se déformer (fig. 252, c). Supposons tout d’abord que la 
charge Q (t) augmente et trouvons £. Pour un élément sur la fron- 
tière x — El on a: 

mlëo — € = 0. (80.12) 


21 


La rotation de la partie rigide est définie par l'équation 


ME 0 = à (gE — 4), (80.13) 
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qui est analogue à l'équation (80.6). Il résulte des équations écrites 
que ; 


gë—12=0, (80.14) 
ss 3 - 
A'ELTETS (80.15) 
3 
Les équations présentées sont valables pour une charge croissante 
Q,(t), quand g < 0 et quand la partie gauche de la poutre x << LE 
reste droite. Conformément aux équations (80.4) et (80.13), le saut 
d'accélération à la frontière est alors égal à: 
"M, 121 
oi M (2) 0 
en se réduisant à zéro en vertu de (80.14). Le saut des vitesses angu- 
laires est nul lui aussi. 


Supposons maintenant que la charge Q (t) décroît, alors 


gë® — 12< 0, (80.16) 
sinon la condition de compatibilité (80.3) ne sera pas valable. Eta- 
blissons l’équation des moments de la quantité de mouvement de la 
moitié de la poutre 0 < x < L relativement à l'appui gauche: 


:4 


(4 QU M a mvzx dx. (80.17) 


Lorsque x < El, on a v = wxr, pour z > El, on a conformément 
{ 


à (80.4) mv — jo: dt = 


Le équation (80.17) prend 


donc la forme 
EI (D—t= Le Te (80.18) 


Dérivant cette équation par ee au temps et appliquant la 
relation (80.13), on obtient que +I (4) = Le w. Il est alors facile 
L 3 
de voir que 


12 
Per (80.19) 
13 \2 13 
(5) = T0. (80.20) 


Recherchons les conditions pour lesquelles le régime considéré 
est réalisable. Dérivant (80.19), on trouve que, par suite de la con- 
dition (80.5) que l’on peut écrire sous la forme J (f) > tq, on aura: 


2 (1-4)20 
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autrement dit, g>0. Eliminant ici la grandeur J à l’aide de (80.19), 
on trouve: 


1 (Et — 12) — —24gt, 


c.-à-d. que l'inégalité (80.16) a vraiment lieu. 
Faisant : — 0 dans la relation (80.19), on aboutit à la position 
initiale de la frontière 


gs = 12, Eo—E (0). (80.21) 
Au moment {’ on a £ — 1, par conséquent, 
I (4) — 128 = 0. (80.22) 


A ce moment la vitesse angulaire w”’ peut être trouvée à partir de 
(80.20) : 


mls 
et le déplacement du point médian ’ par intégration de l'équation 
pour u’: 
t” 
ml? , 1 
Rue Î I(b dt. (80.24) 


Mouvement pour t > t’. À ce stade final du mouvement, la vites- 
se angulaire de la rotation de la moitié nouvellement « durcie » de 
la poutre est définie par l’équation précédente (80.6), mais avec la 
condition initiale: © — w’ pour { = t’. 

Après avoir trouvé la solution correspondante et appliqué les 
relations (80.22), (80.23), on obtient: 


FI ()—3 (1>t). (80.25) 
Pour w = 0, le mouvement se termine au moment Ê défini par 
la relation 


I (—4t=0. (80.26) 


Intégrant l’équation (80.25), on trouve l'angle de rotation accu- 
mulé au stade considéré du mouvement : 


t 
0 3 5 2_.4" 


Déterminant maintenant le déplacement /0 au moment final # 
et cumulant le déplacement précédent (80.24), on obtient le dépla- 
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cement total du point médian u: 


ml — 3 


t t 
LE à I (D dt++ Î 1É a+ [r6-<+r 6]. (80.27) 
Le 0 


Une brisure se forme au point médian de la poutre au stade final 
du mouvement. 


Dans le cas de l'impulsion rectangulaire (fig. 253, a) 


1()= got pour O<t<T, 
got pour t>T, 


et des relations (80.22), (80.26) il découle que 


ed a 
T2 got. = A &oTt- 


Conformément à (80.27), la flexion résiduelle maximale équivaut à: 


ml — 2 
Meur Uo—3) (a>12). (80.28) 


Dans l'exemple donné, conformément à (80.19) et dans l'intervalle de 
temps (0, t) la frontière & = Es, c.-à-d. elle est fixe; elle ne se déplacera que 
pour t >T. 

On calcule aisément l'énergie absorbée par la poutre. Pour la charge moyen- 
ne (4 < 12), cette absorption se fait dans l'articulation centrale. Lorsque la 
charge est forte (9 > 12), l'énergie est absorbée sur la frontière stationnaire 
E — €,, dans la zone des déformations plastiques continues E, < £ < 1 et dans 
l'articulation centrale E — 1. 

5. Considérations finales. L'analyse d'autres cas de chargement montre 
que la « forme » de l'impulsion a peu d'influence sur les flèches qui, en général, 
sont déterminées par la charge maximale g, et l'impulsion totale 


co 
GoTo = | gdt. 
0 


Les autres cas de charges (concentrées, non uniformes, ...) et de fixa- 
tions de poutres sont étudiés dans plusieurs ouvrages [185,186] par des procédés 
analogues. Les données expérimentales confirment de manière satisfaisante 
les calculs effectués d’après le schéma rigide-plastique pour les déformations 
plastiques développées. Les divergences constatées parfois sont liées d'habitude 
a l'influence des efforts axiaux apparaissant en grandes flexions et des dévia- 
tions de la plasticité parfaite. 


Exercices du chapitre XI 


1. Une barre cylindrique ronde : > O0 subit la torsion résultant d'un choc 
appliqué à son extrémité z — 0. Si le moment de torsion est suffisamment 
grand, il se propage une onde de déformation élasto-plastique. 

Déduire l'équation différentielle de la propagation de la déformation de 
torsion en supposant que le matériau obéit au schéma élasto-plastique avec 
un palier d'écoulement et que les sections de la barre tournent d’un bloc. 
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90 _,., 90 . c \2 E G 
Ge 5x be=bo (+) un ri 


où 64 est la vitesse de propagation de l'onde élastique, c le rayon du noyau 
élastique, 6 l’angle de rotation de la section. 
2. Trouver la vitesse de PropARAEIon de l'onde de torsion de la déformation 
élasto-plastique pour la barre écrouissable (paragraphe 30,3). 
3. Déduire l'équation différentielle des oscillations longitudinales de la 
pese section variable (S étant l'aire de la section). 
éponse. 


Réponse. 


80 S” (x) = Œu 
2 5 ° PE” 


4. La déformation dynamique ed est deux fois plus grande que la déforma- 
tion es obtenue en chargement statique (lent) lorsqu'une charge de traction 
est subitement appliquée à une barre élastique (o = Æ£e) dont la masse est 
insignifiante en comparaison de celle de la charge (cf. [°*}, I, paragraphe 64). 
Trouver le rapport ed/es pour la barre obéissant à la loi de déformation o = 


d 
= Beb, où B et f sont des constantes (0 <B< 1). Montrer que T > 2 et tend 
vers e = 2,718... pour f —+ 0. 


CHAPITRE XII 


MILIEUX COMPLEXES. VISCO-PLASTICITÉ 


81. MILIEUX COMPLEXES 


{. Influence de la viscosité. Dans les chapitres précédents il 
a été question de la déformation plastique indépendante du temps 
(plasticité athermique). En comparaison des équations de Hooke, 
les nouvelles équations d’état décrivaient de façon plus complète 
les propriétés mécaniques des corps réels et, justement pour cette 
raison, les résultats obtenus acquièrent une grande importance dans 
la solution des problèmes relatifs à la résistance des machines et 
des constructions. La théorie des déformations plastiques et la théorie 
de l'écoulement plastique se rapportent à la description des phé- 
nomènes d'équilibre irréversibles de la déformation. 

Cependant, il n’est pas toujours possible de négliger l'influence 
de la viscosité (qui est liée aux mouvements thermiques des atomes) ; 
l'analyse des phénomènes de la déformation dans le temps devient 
alors inévitable. Dans certains cas (par exemple, lors de la défor- 
mation des aciers dans les conditions de température normale), 
cette influence du temps est infiniment petite et l’on peut se baser 
sur les théories mentionnées de la plasticité. Dans d’autres cas, cette 
influence s'avère considérable en changeant sensiblement toute 
l'image de la déformation. Ainsi, dans des conditions de hautes tem- 
pératures, même les aciers résistants font preuve d’écoulement pour 
de faibles contraintes et peuvent avec le temps accumuler de grandes 
déformations (phénomène du fluage). Lorsqu'on a affaire à des mou- 
vements rapides (liés par exemple aux oscillations, chocs), on a 
souvent besoin de tenir compte de la viscosité. 

Dans la technique moderne, une importance de plus en plus 
grande est attachée à l’application des propriétés mécaniques com- 
plexes des hauts-polymères auxquels se rapportent une gamme 
diversifiée de types de caoutchouc ainsi que différents matériaux 
fibreux naturels ou synthétiques. Tous ces matériaux sont caracté- 
risés par le rôle important que joue le temps dans leur comporte- 
ment; les phénomènes de la déformation sont ici non équili- 
brés. 
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Une science nouvelle dite rhéologie est en voie d’édification sur 
la base de l'étude des propriétés mécaniques des milieux complexes 
(cf. [50 5]). Dans ce chapitre, nous n'envisageons que les milieux 
plastiques complexes; on comprendra sous ce terme un milieu plasti- 
que « ordinaire » compliqué par les phénomènes relativement sim- 
ples de la viscosité. Pour ce qui est des équations rhéologiques plus 
complètes, nous recommandons les livres [3 59. 6%]. 

2. Modèles mécaniques. Les équations mécaniques d'état des 
milieux complexes sont d'habitude illustrées moyennant des modèles 
mécaniques simples. Pour des raisons de simplicité, on considère 
dans cette division l’état de contrainte uniaxial (traction d'une barre); 
désignons par © la contrainte correspondante, par € l'allongement 
| relatif et par E la vitesse de l’al- 

longement relatif. 
js L'élément élastique, obéissant à 

la loi de Hooke 


— e SE (81.1) 
Ep G 


De a est représenté sous forme d’un res- 
Re | sort (fig. 255, a). 
F : >: L'élément visqueur, obéissant à 
| | | la loi de viscosité de Newton 
a) 6) c) de 
OH, (81.2) 
Fig. 255 


où u est le coefficient de viscosi- 
té, est représenté par un modèle 
constitué d’un piston qui se déplace dans un cylindre rempli 
d’un liquide visqueux (fig. 255, b). 

Le corps rigide-plastique ne se déforme pas lorsque les contraintes 
sont inférieures à la limite d'écoulement ; l'écoulement ne se mani- 
feste que lorsque les contraintes satisfont à la condition d’écoule- 
ment (o — ©). Ce milieu est représenté sous la forme d’un palier à 
frottement sec (fig. 255, c). 

Combinant ces modèles simples, on peut aboutir à différents 
milieux complexes. Par exemple, le milieu élasto-plastique se caracté- 
rise par un modèle dans lequel sont mis en série un élément élastique 
et un élément plastique (fig. 256). D’autres exemples de milieux 
complexes sont exposés ci-après. 


Finalement, notons que l’on peut attribuer à l'élément élastique (ou vis- 
queux) une loi d’élasticité (ou de viscosité) non linéaire. Par exemple, la rela- 
tion : 

de 
——=B|om-1c 81.5 
ar =B16 ; (81.3) 
où B et m sont des constantes, correspond à l'écoulement visqueux non linéaire 
(fluage) des métaux. On peut envisager également le modèle du milieu plasti- 
que écrouissable. 
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3. Visco-élasticité. La connexion des éléments élastiques et 
visqueux conduit aux milieux dits élasto-visqueurx. 

La connexion en parallèle (fig. 257, a) de deux éléments, dont 
l'un est élastique et l’autre visqueux, conduit au milieu élasto- 


visqueux de Foigt 
o=Ee+u +. (81.4) 


On peut obtenir cette équation si l’on tient compte du fait que 
la contrainte totale dans le milieu se compose de la contrainte corres- 


F je 
|  £ 
£ x " 


ke EL 


a) ) 


Fig. 256 Fig. 257 


pondant à la déformation élastique et de la contrainte due à la ré- 
sistance de viscosité. Le milieu élasto-visqueux en état de repos 


de c1: A : : 
(+ = 0) se comporte comme un milieu élastique. La contrainte 


dans le milieu croît avec l’augmentation de la vitesse de déformation. 
Si l’on communique à un milieu une déformation constante e = 
— const, elle y sollicitera une contrainte constante o — Ee. Si on 
charge le milieu avec une contrainte constante 


o = const = 6, pour t > 0, 


on obtient alors à partir de (81.4): 
co | er 
E=— (1e h ] , 


autrement dit, la déformation s’accumule progressivement en ten- 


5 
dant vers la valeur EL 
Le milieu élasto-visqueux a été étudié en détail pour la première 


fois par W. Foigt en rapport avec le problème de l’amortissement 
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des oscillations et fut par la suite examiné par de nombreux cher- 
cheurs [42 46, 69]. 

Pour la connexion en série (fig. 257, b), on fait la somme des vites- 
ses de déformation correspondant à la même contrainte. La loi de la 
déformation d’un tel milieu, obtenue pour la première fois par Max- 
well, a la forme 


de 1 do 2 
dE d Lu: (81.5) 
Considérons les propriétés de ce milieu. Si l’on transmet au 
milieu une contrainte constante (o — const), celui-ci se déformera à 
une vitesse constante, autrement dit, il 

3 coulera à la manière d’un liquide vis- 
queux. Lorsque le chargement est rapi- 


œ 
(2 ° . a 
de o — 6,, une déformation 2 apparai- 
tra immédiatement (grâce au terme élas- 
tique) dans le milieu. Si l'on supprime 
= la contrainte, la vitesse de déformation 
0 # deviendra nulle elle aussi, mais il res- 


Fig. 258 tera dans le milieu une certaine défor- 
mation constante. 
Soit o, la contrainte appliquée au corps au moment # — 0; l'al- 


longement initial correspondant est égal à €, — +. Fixons 
maintenant a déformation en posant € — const — €, (par 
exemple, en fixant les extrémités de la barre). Alors TH = 0, et il 
découle de (81.5): 


1 do , © 
Eaty 0 
d'où 
o = 09e” “10, 


où to = Æ est appelé femps de relaxation. De la sorte, la contrainte 


baisse avec le temps suivant une loi exponentielle et tend vers zéro 
(fig. 258). Le milieu de relaration de Maxwell décrit qualitativement 
la propriété importante des corps réels qui réside en l’affaiblisse- 
ment de l’état de contrainte avec le temps pour une déformation 
invariable (relaxation des contraintes). L'équation de Maxwell est 
souvent appliquée pour les descriptions qualitatives des phénomènes 
de relaxation; quant aux résultats quantitatifs, ils s ‘accordent mal 
avec les résultats expérimentaux. 

Les modèles présentés possèdent deux paramètres £. u. 

La description des propriétés mécaniques complexes (par exemple, 
des propriétés des hauts-polymères) exige l'application de modèles 
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à éléments multiples qui se caractérisent par un grand nombre de 
paramètres. Le modèle, montré sur la figure 259, a, comporte déjà 
trois paramètres ÆE1, E+, lu. 

Un exemple de modèle à quatre paramètres ÆE:, E:, lu, Le est 
représenté sur la figure 259, b. 


\o lo 


Fig. 259 


De tels milieux (à r paramètres et à paramètres continuellement 

me font l’objet de la fhéorie de la visco-élasticité linéaire 
L 4 L 9 

Les milieux de relaxation non linéaires jouent un rôle important 
dans la théorie du fluage des métaux {1 1, #], 

4. Visco-plasticité. L'union des éléments visqueux et plastiques 
conduit aux milieux dits visco-plastiques. 

La connexion en parallèle (fig. 260, a) de deux éléments, dont 
l’un est visqueux et l’autre plastique, donne un milieu visco-plastique, 
vraisemblablement traité pour la première fois par Chvédov (1900) 
et par Bingham (1922). La loi de la déformation prend alors la forme 


o=0+uS pour O>0s; (81.6) 


le milieu ne subit pas de déformations pour o << 64. 

Ce schéma reflète le fait que, pour de nombreux matériaux, 
l'écoulement notable n'apparaît que pour une charge déterminée ; 
la vitesse de l'écoulement dépend alors de la viscosité du milieu. 
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Les caractéristiques visco-plastiques distinguent de nombreux maté- 
riaux usuels tels que les métaux à température suffisamment élevée, 
différents lubrifiants consistants, peintures, etc. Le perfectionne- 
ment de nombreux processus technologiques (traitement à chaud 
des métaux, déplacement de diverses matières plastiques dans les 
machines, conduites, etc.) implique l'étude du mouvement des 


lo 


Fig. 260 Fig. 261 


matériaux visco-plastiques. La théorie hydrodynamique du grais- 
sage pour des matériaux lubrifiants consistants est elle-aussi basée 
sur les équations de l'écoulement visco-plastique. 

Les équations du milieu visco-plastique seront envisagées plus 
en détail dans le paragraphe suivant. 

La connexion en série de deux éléments (fig. 260, b), dont l’un 
est visqueux et l’autre plastique, conduit à un milieu en fluage 
plastique présentant un intérêt notable dans les problèmes du 
fluage. 

Lorsque 6 << 64, ce milieu se comporte comme un liquide visqueux 
qui obéit à la loi de viscosité de Newton (81.2) ou à la loi d'écoule- 
ment non linéaire, par exemple à l'équation (81.3). 

Lorsque © — ©., le milieu coule comme un corps plastique par- 
fait (cf. paragraphe 83). 

L'association d’un grand nombre d'éléments visqueux et plasti- 
ques conduit à des milieux visco-plastiques complexes. 

5. Elasto-visco-plasticité. La connexion des éléments de ces trois 
types (élasto-visqueux et plastique) nous donne des milieux beau- 
coup plus complexes. Ainsi, le modèle représenté sur la figure 261 
est parfois utilisé dans les problèmes dynamiques. Pour obtenir 
l'équation correspondante, il faut écrire, comme d'habitude, les 
lois de la déformation pour chaque élément et établir les conditions 
d'équilibre et de continuité des déformations. 
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82. MILIEU VISCO-PLASTIQUE 


1. Relations fondamentales. Considérons plus en détail le milieu 
visco-plastique ; nous conviendrons d’appeler ainsi le milieu dont le 
modèle est formé par la connexion en parallèle d’un élément visqueux 
et d’un élément plastique (fig. 260, a). Le milieu visco-plastique 
est l’objet d'une étude poussée en raison de ses applications prati- 
ques variées. 

On fera appel à des suppositions complémentaires ordinaires pour 
passer de l'équation (81.4), décrivant l’état de contrainte uniaxial, 
au cas de l'état de contrainte complexe. On admet avant tout la 
condition d'incompressibilité 


Biôi5 = 0. (82.1) 


Ensuite, on obtient les composantes de la contrainte o;; en som- 
mant les composantes de la contrainte o;;, liées aux propriétés 
plastiques, et les composantes de la contrainte 0; qui sont dues à 
la résistance de viscosité: 


Otj = Oij + O5. (82.2) 


Les composantes de la contrainte oi; sont définies par les équa- 
tions (13.12) de la théorie de la plasticité de von Mises, c.-à-d. 


ho LA 2 
CEST (82.3) 
la condition d'écoulement de von Mises étant alors satisfaite : 
SijSi;j = 275. (82.4) 


Soit une résistance de viscosité obéissant à la loi de la viscosité 
linéaire de Newton (5.5), c.-à-d. 


UE (BU =). (82.5) 


En faisant la somme des contraintes, on vient aux relations du 
milieu visco-plastique : 


sy2(5+n)Ey (82.6) 
Il en découle la relätion 
T=%+uXA, (82.7) 


qui représente la généralisation de l’équation (81.6). Notons que 
l’on peut considérer le milieu visco-plastique comme le cas limite 
du milieu visqueux non linéaire 


Si = 28 (H) bi, (82.8) 
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pour lequel 7 = g (H) H. Pour le milieu visco-plastique, on a 
g(H) =p" ++. 


2. Equations de l'écoulement visco-plastique. Les relations (82.6) 
constituent, conjointement avec la condition d’incompressibilité 
(82.1) et trois équations du mouvement, un système de dix équa- 
tions pour dix fonctions inconnues sy, O, Li. 

Introduisant dans les équations différentielles d'équilibre les 
composantes de la contrainte conformément à (82.6), on obtient 
(avec l’équation d’incompressibilité (82.1)) le système de quatre 
équations pour la pression moyenne 6 et les composantes de la vites- 
se v;; ce système est d'une forme très complexe, nous ne pensons 
pas qu’il soit nécessaire de le reproduire ici. 

Dans le cas de la déformation plane, v. = 0 et alors 6. = 6 = 


= (0e + Oy), Te: = Ty: = 0. Les équations différentielles d'équi- 


libre seront satisfaites si l’on introduit la fonction des contraintes 
© (x, y), à savoir: 


» 92D 
ôr 0y° 
La condition d’incompressibilité est identifiée lors de l’introduc- 
tion de la fonction du courant Y (x, y): 


ao #o 
OR Ur, Ouh rs Tay = — 2H 


__ar ay 
Ve — y VU 


Les fonctions ® et Ÿ sont déterminées à partir du système de 
deux équations différentielles non linéaires du second ordre qui 
résultent de la relation (82.7) et de la relation 


Os—0,=4 (+), (82.9) 


découlant de (82.6). 

Eliminant une des fonctions, ® par exemple, on peut obtenir 
une équation différentielle non linéaire du quatrième ordre par 
rapport à la fonction du courant W. Cette équation a été appliquée 
par A. Iliouchine [1%] et A. Ichlinski [1%] pour l'analyse de plusieurs 
problèmes relatifs à l'écoulement visco-plastique. 


Les équations du milieu visco-plastique trouvent des applications pour 
résoudre différents problèmes technologiques concernant le traitement des 
métaux par pression, l'écoulement de, matières plastiques variées dans les 
tubes et ouvertures, la théorie du graissage par lubrifiants consistants, etc. 
(cf. [81]). Les relations (82.6), complétées par des déformations élastiques, sont 
utilisées également dans les problèmes de la dynamique plastique s’il est impos- 
sible de négliger l'influence de la vitesse de déformation. La théorie de la couche 
limite a été développée dans les problèmes hydrodynamiques de l'écoulement 
visco-plastique. 
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Comme nous l'avons déjà noté, le milieu visco-plastique peut être considéré 
comme le cas limite d'un milieu visqueux non linéaire. Cette conception permet 
d'écrire facilement les équations variationnelles de l'écoulement visco-plasti- 
que, notamment, le principe du minimum de la dissipation totale (caractéri- 
sant les propriétés de minimum du champ de vitesses réel) et le principe du 
minimum de la dissipation complémentaire (caractérisant les propriétés de 
minimum de l’état de contrainte réel). L'analyse détaillée de la première équa- 
tion variationnelle est donnée dans l'ouvrage récemment publié de P. Mossolov 
et V. Miasnikov [He]. 


3. Ecoulement permanent dans un tube. Considérons le problème 
relatif à l’écoulement d’une masse visco-plastique dans un tube 
circulaire long. Le mouvement est supposé lent, permanent et à 
symétrie axiale; la rotation de la masse dans le tube est absente. 
On a alors dans le système des coordonnées cylindriques r, @, 2: 


v, = 0, vp=0. 
Calculant les composantes de la vitesse de déformation, on 
trouve : 
dv. ôv 
Er = Ep = ro = Mg = 0, b=e, Nr. 
Mais E, — 0, d'après la condition d’incompressibilité, par con- 
séquent, v, = v, (r). Conformément aux relations (82.6) on obtient : 


Or—=Op—0:=0; Try = Tz = 0 ; Trz= —T+u eur 


Il est admis ici que TE 0, alors JE = —1. 


Ensuite, à partir des équations d'équilibre (4.3) on trouve: 


96 dtrz Trz 6 — 
ar D am op ie 
Il en résulte que o = © (2), le gradient de pression = étant 


une grandeur constante. Substituant +,, dans la dernière équation 
et effectuant l'intégration sous les conditions que la masse visco- 
plastique adhère aux parois du tube (c.-à-d. v. — 0 pour r — b) 
et que la vitesse v, soit limitée pour r, > 0 et r > 0, on obtient: 


g Ts 
v, = (b2—r2)— 2 (b—r). 
= (Er) — br) 
Du fait que |r,,| > +, à l’intérieur de la zone déformée, la solu- 
à dvz < 
tion na le sens que pour 7 < 0, c.-à-d. pour 


r> “ee 

Le reste de la masse ne se déforme pas et se déplace à l’intérieur 
du tube comme un solide. La vitesse augmente suivant une loi para- 
bolique d’une valeur nulle sur les parois du tube à la valeur maximale 


Æ=cC. 
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pour r — c (fig. 262). La valeur de la contrainte tangentielle est 
égale à bg/2 près de la paroi du tube, elle baisse ensuite jusqu’à la 
valeur tv, à la frontière du noyau non déformable. Puisque c < b, 


Fig. 262 


l'écoulement n'est donc possible que pour un gradient de pression 
suffisamment grand: 


Calculant la quantité de la masse passant par unité de temps, 
on obtient : 


Q=2n f ro dr = | 4% «4 — (0) ]. 
0 


Dans le cas du liquide visqueux +; — 0, donc c— 0, il n'y a 
pas de noyau rigide, et la dernière équation conduit alors à la for- 
mule connue de Poiseuille 


bi 
Q= a 7 


Dans le cas du corps rigide-plastique n° = 0, c — b, qui est 
un autre cas limite, le glissement s'effectue dans une couche mince 
avoisinant la paroi du tube. 
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1. Relations fondamentales. Passons maintenant à l’examen plus 
détaillé du milieu plastique fluant dont le modèle est constitué 
par la connexion en série des éléments visqueux et plastique 
(fig. 260, b). Ce milieu a des applications très intéressantes dans la 
théorie du fluage des métaux où, d’ailleurs, il faut souvent tenir 
compte également de la déformation élastique et de l'influence de 
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l’« écrouissage ». Nous envisagerons ici une variante simple des 
relations fondamentales, tenant compte seulement de la viscosité 
non linéaire et de la plasticité parfaite. 

Pour le modèle représenté sur la figure 260, b, la sommation 
ne concerne que les vitesses de déformation, la contrainte restant la 
même dans les deux éléments. 


De la sorte, on a: 
Ei5 = Ei5 + Eû. (83.1) 


Les vitesses de la déformation plastique sont égales à 


| 0 pour T<7;, 
ss Mass pour Ter. (83.2) 
Les vitesses de la déformation visqueuse sont égales à 
. 1 — 
= 8(T)si, (83.3) 


où g (T) est une fonction connue. Notons que 
T=g(H")H", (83.4) 


avec g (H”) g (T) = 1. Nous avons donné ici les relations fondamen- 
tales « d’après le critère de von Mises ». Il est aisé de formuler des 
relations analogues pour un autre critère (par exemple pour le cri- 
tère de Tmax)- 

2. Equations de l'écoulement plastique fluant. Si les contraintes 
sont inférieures à la limite d'écoulement, le corps ne subit qu’un 
fluage conformément aux relations du type (81.3), les vitesses de la 
déformation totale étant alors E;; — Eï;. Des domaines « visqueux » 
(T << x.) et « plastiques » (T — ts) apparaissent dans le corps lors- 
que la charge est suffisamment grande. Dans les premiers domaines, 
les composantes de la vitesse de déformation E;; sont liées avec les 
composantes de la contrainte par les équations (83.3); dans les 
seconds domaines, elles sont liées par les relations 


Eu = Fr + Te) ] Sije 


Des conditions appropriées de continuité des contraintes et des 
vitesses doivent être observées sur les frontières de zones différen- 
tes. Tant que l’état limite n’est pas obtenu, l'écoulement de l'ensem- 
ble du corps est déterminé par la déformation du « noyau visqueux ». 

3. Ecoulement d’une sphère creuse sous l’action de la pression. 
Considérons le problème relatif à l'écoulement permanent d’une 
sphère creuse à plasticité fluante subissant la pression intérieure p 
(fig. 41). Conservons ici les notations utilisées dans le paragraphe 25. 
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Soit vu =vwt(r) la vitesse radiale. L'’équation d’incompressibilité 
a la forme 


dv v 
ee —0, 
d’où l'on trouve que 
C 
TR’ 


où C est une constante arbitraire. Calculant maintenant les vitesses 
de déformation et l'intensité des vitesses de déformations du cisail- 
lement, on obtient : 
2C C sc 
B=—T, H=b=$, H=2V3L. 
L'intensité des contraintes tangentielles équivaut à 7 — 
= (69 — 6,). L'équation différentielle d'équilibre (25.1) prend 


alors la forme 


Fer (83.5) 


Supposons que T << rs. Admettons la fonction puissance T — 


— BH", où B, 0 <p< 1 sont respectivement le coefficient et 
l'exposant du fluage. Portant T dans l’équation d’équilibre (83.5) 
et effectuant l'intégration pour les conditions aux limites 6, — —p 
pour r = aet ©, = 0 pour r = b, on obtient: 


- 3x . Ve = ___P 
o=s[1—( (=) hs T=VS ps (+ \” Aer (83.6) 
Il est évident que l'intensité des contraintes tangentielles dé- 
croît avec l'accroissement du rayon r. Lorsque la pression est suffi- 
sante (à savoir, pour p > = (4 — ps»), il apparaît une zone 
plastique a < r < c dans laquelle T = +. Dans cette zone la solu- 
tion est définie par les formules (25.8); récrivons ces formules : 


=20,In2—p, 0p=0r+0s. (83.7) 


Dans le domaine extérieur c < r << b, on peut obtenir la solu- 
tion à partir des formules (83.6) en remplaçant p par —q = —(6,);…. 
et le rayon a par le rayon c. Sur la frontière r = c, cet T sont conti- 


nus. Il est facile de voir que q = 20, ln _ —. p. Ensuite, à partir de 
la condition T = +, pour r — c on trouve l'équation définissant 
le rayon c: 


su-($) FJ+n£=.2 me. (83.8) 
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La vitesse v (r) est calculée pour la valeur appropriée de la cons- 
tante arbitraire C. 


La zone plastique envahit l’ensemble de la sphère lorsque c — b; 
on tire alors de (83.8) la valeur de la charge limite p.. 


Exercices du chapitre XII 


1. À partir de l'équation (81.4), établir l'équation différentielle des oscil- 
lations longitudinales d’une barre élasto-visqueuse 


du : Bu 
se 3e dora 


oùu — u(r, t) est le déplacement suivant l’axe de la barre, a = V = x 


= E. 
p 


2. Partant de l'équation de fluage établi (81.3) et des hypothèses habituel- 
les, déduire l'équation différentielle de la vitesse de fléchissement de la poutre 


&v [M jm 
dE D 


où M est le moment fléchissant, D la rigidité de la poutre en fluage. 
3. Obtenir la loi de la déformation 


de da 'E! 4 do 
Et ge (1+ E, }s+ Ex 
du milieu à trois éléments, montré sur la figure 259, a. 
&. Obtenir la loi de la déformation 


de de 1 d°0 M , E1 \ do , Ei 
Me TAG SE, ae + (1+# Es) & ww 

du milieu à quatre éléments, montré sur la figure 259, b. 
5. Résoudre le problème sur l'écoulement visco-plastique permanent entre 
deux plaques rugueuses parallèles dans le cas de la déformation plane. Montrer 
que l'épaisseur du noyau rigide est 2e = 2t,/q. 

6. Déduire la formule de la vitesse v (r) dans le problème sur l'écoulement 
de la sphère creuse (paragraphe en présence de la zone plastique. 

7. Résoudre le problème sur l'écoulement d’un tube creux à plasticité 
fluante sous l’action d’une pression intérieure. 
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1. SUR LE TYPE DU SYSTÈME D'ÉQUATIONS 
AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 


Dans la théorie de la plasticité, la dynamique de gaz, la statique 
des massifs pulvérulents et dans d’autres branches de la mécanique, 
on a affaire à des systèmes de deux équations quasi linéaires aux 
dérivées partielles du premier ordre par rapport à deux fonctions u. 
v de deux variables Mets: ZI, y: 


A ET US: # LC mr Frs 


(1) 
À es +8 + Er SDL? y = Es, 


où les coefficients À4,. 5. ..., £4 sont les fonctions données de 
x, y, u, v. Les propriétés des solutions de ce système et les méthodes 
de construction de ces solutions dépendent sensiblement du type de 
système. Examinons ce problème. 

Soient u, v des valeurs données le long d’une certaine ligne 
z=z(s), y = y (s), dans le plan x, y: 


=ut(s), v—=v(s). 


Si l’on introduit dans le problème l’espace à quatre dimensions 
zx, y, u, v, les équations x = x (s), y = y (s), u = u (s), v = v (s), 
y représentent une ligne L quelconque; quant aux solutions des 
équations différentielles u = u (x, y), v = v (x, y), elles forment 
une surface quelconque (surface intégrale). 

La question principale est de savoir s’il est possible de faire 
passer une certaine surface intégrale par la ligne Z donnée (problème 
de Cauchy). Cette question est liée à la possibilité de définir univo- 
quement les dérivées des fonctions inconnues u, v le long de la ligne 
L en vertu des équations différentielles (1) elles-mêmes. En langage 
géométrique, la détermination univoque le long de L à partir des 
équations différentielles elles-mêmes des dérivées partielles pre- 
mières signifie la détermination, le long de L, du plan tangent 
à la surface intégrale. 
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Les équations différentielles (1), si on les considère le long de Z, 
ont des coefficients connus et peuvent être utilisées pour la déter- 
mination des dérivées partielles. Connaïissant u et v le long de Z, 
on a donc pour équations complémentaires les évidentes 


du = Ÿ ds + dy, d= À d+Ÿ dy. (2) 


Le long de Z,, les équations (1) et (2) forment un système d’équa- 
tions algébriques linéaires non homogènes par rapport aux dérivées 
partielles premières. Les dérivées partielles sont définies de façon 
non unique si, le long de Z,, le déterminant du système A et les numé- 
rateurs convenables A,, A+, A;, À, dans les formules de Craemer se 
réduisent à zéro. Ecrivons la première condition 


A Bi C D: 
A3 Be Cr De 
A=lae dy 0 0! 
0 O0 dr dy 
ou bien sous une forme es 


où on a introduit les notations suivantes: 
a=Ci43;— AC, 
2b = CB2— B1C2 + Di42 — AiDa, 
C= D:B:— BiD:. 
L'équation différentielle (3) se décompose en deux équations 


ü = L( + VE ac). (4) 


Si dans un domaine x, y quelconque on a b? — ac > 0, on a alors 
en chaque point de ce domaine deux directions caractéristiques dif- 
férentes ; dans ce domaine le système (1) sera du type hyperbolique. 

Si b? — ac — O0 dans un domaine zx, y quelconque, on a alors 
en chaque point du domaine en question une seule direction caracté- 
ristique : dans ce cas le système (1) est du type parabolique. 

Finalement, si b? — ac < 0, il n'existe pas de directions caracté- 
ristiques réelles dans le domaine correspondant, et le système (1) 
est appelé elliptique. 

Les coefficients des équations (1) étant des fonctions de z,y,u, , 
le système (1) peut être en général de type différent dans divers 
domaines. 

La solution du système d’équations de type hyperbolique est 
étroitement liée aux lignes caractéristiques, définies par les équa- 
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tions différentielles (4) et couvrant le domaine zx, y d'un réseau 
curviligne. 

Notons que si le système est linéaire, autrement dit, si les coef- 
ficients de l'équation (1) ne sont les fonctions que de x et y, le réseau 
des lignes caractéristiques ne dépend pas de la solution. Pour les 
équations non linéaires, les lignes caractéristiques dépendent de la 
solution recherchée. 

Egalant à zéro les numérateurs À, = À, = À, = A, = 0, on 
vient aux relations entre les fonctions inconnues u, v qui sont véri- 
fiées le long des caractéristiques. 

La théorie des équations différentielles hyperboliques (1) a été 
exposée dans le livre de R. Courant et K. Friedrichs [*], chapi- 
tre II. Les problèmes de la théorie des équations différentielles 
hyperboliques à deux variables indépendantes ont été traités égale- 
ment dans le livre de R. Courant et D. Hilbert « Les méthodes de 
la physique mathématique », vol. II, chapitre V; dans le « Cours 
des mathématiques supérieures » de V. Smirnov, vol. IV, chapi- 
tre III; dans le livre de B. Rojdestvenski et N. Ianenko « Systèmes 
d'équations quasi linéaires », 1968. 


2. SUR LES ÉQUATIONS RÉDUCTIBLES 


Dans de nombreuses divisions de la mécanique des milieux dé- 
formables (état de contrainte plan et état de la déformation plane 
dans la théorie de la plasticité, quelques problèmes dynamiques 
de la théorie de la plasticité, etc.) on rencontre le système d’équa- 
tions homogènes 


(1) 
RENE CS + Die + =0, 


où les coefficients 4,, B1, ..., D, sont les fonctions de « et v 
seulement. 

Dans ce cas, le système (1) est dit réductible, étant donné qu'il 
est réduit au système linéaire par inversion des variables. Soit 


x=r(u,;v), y = y(u. v). 


Procédant à la dérivation, on obtient : 


qu Lo | pr, à œ 
du ôz dv Ôr ? du ôr dv ôxr ? 
0= Ôr ôu |, dr _ y du , dy 


Hu la DE du do 
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D'où l’on trouve les dérivées partielles : 


ëe_1 0% 1%. 1% y _1 
du A y ®& A dy) du À 8 À 8&)’ 


où À est le déterminant fonctionnel : 


Portant les dérivées partielles dans l’équation (1) et divisant par 
À, on vient au système linéaire : 


ôy ôz à ôz 
Air Ba — Cie + Di gu — ds 


(2) 
dy CE ôy ôxz 
Àe D Cor + Der = 0. 


Le système (2) n’est pas en général équivalent au système (1), 
car les solutions réduisant à zéro le déterminant fonctionnel À se 
perdent lors de la transformation. Néanmoins, ces solutions se 
distiuguent par la simplicité et peuvent être obtenues directement. 

Ces solutions simples (ondes simples, paragraphe 77; états de 
contrainte simples, paragraphe 33, etc.) ont des applications impor- 
tantes. 

Les problèmes de la théorie des équations réductibles ont été 
traités dans le livre de R. Courant et K. Friedrichs [#], chapitre II, 
en is dans les articles de S. Kristianovitch [!#] et de S. Mikhli- 
ne [#1]. 
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A PARAITRE: 


LA MÉCANIQUE DU MILIEU CONTINU 
par L. SÉDOV 


Tome I 


Cet ouvrage en deux volumes, s'adressant aux étudiants des Universités 
scientifiques, est dû à l’académicien Léonide Sédov, éminent savant soviétique. 
Ce livre associe d'une sou organique l'essence de la physique contemporaine au 
langage mathématique le plus rigoureux. 

Üne haute culture scientifique et la maîtrise du sujet ont permis à l’auteur 
de maintenir tout au long de son exposé le lien qui rattache la mécanique à la 
physique: 11 n’a pas encore été écrit d'ouvrage traitant de façon aussi originale 

e la mécanique des milieux continus. 

Le premier tome commence par un rappel de la thermo et électrodynamique, 
établit les équations générales de la physique, les relations auxiliaires des fortes 
ruptures, les conditions initiales et aux limites, etc., fournit les éléments du 
calcul approché. 


A PARAÎTRE: 


LA MÉCANIQUE DU MILIEU CONTINU 
par L. SÉDOV 


Tome II 


Le second volume du remarquable ouvrage de l’académicien L. Sédov 
étudie les modèles concrets et les théories de l’hydrodynamique et de la dynami- 
que des gaz, la théorie de l’élasticité, la théorie de la plasticité. 

On y fournit la solution de problèmes types ne sortant pas du cadre de modè- 
les classiques en établissant les lois qui régissent les mouvements et les processus 
d'un important groupe de phénomènes. Un chapitre spécial est consacré à la 
théorie générale des machines hydrauliques et à gaz. 

Il s'adresse, comme le premier tome, aux étudiants des Universités scienti- 
fiques s'intéressant à la physique et aux mathématiques. 


